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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
 
Οι Σηµειώσεις αυτές έχουν σκοπό να αποτελέσουν συνοπτικό βοήθηµα για το 
µάθηµα των Ηλεκτρονικών που διδάσκεται στη Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών 
και Φυσικών Επιστηµών της Κατεύθυνσης Φυσικού Εφαρµογών του 
ΕΜΠολυτεχνείου.  
Γίνεται επεξεργασία θεµάτων θεωρίας κυκλωµάτων, αναλογικών ηλεκτρονικών 
κυκλωµάτων µε τρανζίστορ και τελεστικούς ενισχυτές καθώς και ψηφιακών 
κυκλωµάτων.  
Υπάρχουν πολλά ελληνικά και ξενόγλωσσα βιβλία τα οποία διαπραγµατεύονται το 
σχετικό αντικείµενο σε µεγαλύτερη έκταση τα οποία πρέπει να συµβουλευτεί ο 
ενδιαφερόµενος για µεγαλύτερη εµβάθυνση. Εδώ δίνονται οι βασικές αρχές για µια 
πρώτη γεύση στο αντικείµενο.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                     Αθήνα 19/8/2004 
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1. ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ 
 
ΓΕΝΙΚΑ 
Ένα στοιχείο κυκλώµατος φαίνεται στο Σχήµα  1.1 . Σύµφωνα µε τον παθητικό 
συµβολισµό του ρεύµατος και τάσης, που σηµειώνεται σε αυτό το Σχήµα, η ισχύς που 
ανταλλάσσει το στοιχείο κυκλώµατος είναι θετική, 0P iυ= ⋅ > , όταν το στοιχείο 
απορροφά ισχύ ενώ είναι αρνητική , 0P <  , όταν το στοιχείο παρέχει ισχύ. Πολλές 
φορές λέµε ότι έχουµε πτώση τάσης υ (t) στο στοιχείο κυκλώµατος που δηλώνεται µε  
βέλος όπως στο Σχήµα 1.1 . Το υ = υ (t) είναι η διαφορά δυναµικού (τάση) στα άκρα 
του στοιχείου που δηµιουργείται ένεκα συσσώρευσης φορτίων, πρόκειται δηλαδή για 
ηλεκτροστατική διαφορά δυναµικού. (Ακριβέστερα έχοµε ηµιστατική κατάσταση). 
 
 

 
Σχέσεις ορισµού για µονόθυρα παθητικά στοιχεία 
κυκλωµάτων. 
 
 
 
 
 
α) Ωµική αντίσταση 
 

( ) ( )
( )( ) ( )

1

t R i t
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R είναι η αντίσταση σε Ω (ohm), Υ είναι η αγωγιµότητα 
σε S (siemens) 
 
β) Χωρητικότητα  

 
 

                                       Η χωρητικότητα, C, είναι σε F (farad), η ενέργεια W  είναι 
                                       σε  J (joule, τζουλ) 

 
 Σχήµα 1.1 

 
 Σχήµα 1.2 

 
 Σχήµα 1.3 
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γ) Αυτεπαγωγή  
 

2

( )( )

1( ) ( )

1
2

di tt L
dt

i t t dt
L

W Li

υ

υ

=

=

=

∫  

 Το L είναι σε  H (henry, χένρυ) 
 

Οι  περιπτώσεις που συνήθως εξετάζουµε είναι µε R, L, C σταθερά. 
 
Μπορούµε να γράψουµε, 
 

1

1
1( ) ( ) ( )

t

t

t t i d
C

υ υ λ λ= + ∫   ή  
0

1( ) (0) ( )
t

t i d
C

υ υ λ λ= + ∫   ή  1( ) ( )
t

t i d
C

υ λ λ
−∞

= ∫  όπου 

όταν t = −∞  ο πυκνωτής είναι αφόρτιστος.  
Επίσης έχουµε, 
 

1

1
1( ) ( ) ( )

t

t

i t i t d
L

υ λ λ= + ∫   ή  
0

1( ) (0) ( )
t

i t i d
L

υ λ λ= + ∫   ή  1( ) ( )
t

i t d
L

υ λ λ
−∞

= ∫ , όπου όταν 

t = - ∞  το ρεύµα στο πηνίο είναι µηδέν. 
 
Αµοιβαία επαγωγή  
Η περίπτωση συζευγµένων πηνίων είναι περίπτωση δίθυρου στοιχείου κυκλώµατος. 
Λέµε ότι έχοµε αµοιβαία επαγωγή ή αλληλεπαγωγή. 

 
 
 
Σύζευξη των δύο πηνίων σηµαίνει ότι 
µαγνητική ροή από το ένα πηνίο πάει 
στο άλλο. 
 
Ισχύουν, 
 

1 2
1 1

di diL M
dt dt

υ = ±  και 

1 2
2 2

di diM L
dt dt

υ = ± +  

 
 
Για τις δυο περιπτώσεις του Σχ. 1.5 
ισχύουν τα πάνω και τα κάτω πρόσηµα 
αντιστοίχως.  
Το νόηµα των κουκίδων, •, είναι το 

εξής. Τα τυλίγµατα του πρωτεύοντος και δευτερεύοντος (πηνίων) είναι έτσι που όταν 
τα ρεύµατα i1, i2 κατευθύνονται προς τις αντίστοιχες κουκίδες (µε τα + και – για τις 
τάσεις όπως στο Σχ. 1.5), τότε οι τάσεις ένεκα αµοιβαίας επαγωγής προστίθενται στις 
τάσεις ένεκα αυτεπαγωγής και έχουµε ίδια πρόσηµα στους όρους των τάσεων που 
σχετίζονται µε τα L1 ή L2 και M. Αν δεν ισχύει αυτό έχουµε αντίθετα πρόσηµα. 
 

 
 Σχήµα 1.4 

        
 Σχήµα 1.5 
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Γενικά, για όλες τις περιπτώσεις στοιχείων κυκλωµάτων, αν αλλάξει κάποια φορά 
από την συµβατική που δείχνουµε στα διάφορα σχήµατα, τότε αλλάζει το πρόσηµο 
στο υ(t) ή  i(t).  
 
Για  την περίπτωση της αµοιβαίας επαγωγής τα πρόσηµα σχετίζονται µε την 
πρόσθεση ή  την αφαίρεση των µαγνητικών ροών που οφείλονται στην αυτεπαγωγή 
και στη σύζευξη. 
 
Ολοκληρώνοντας τις σχέσεις για την αµοιβαία επαγωγή ως προς το χρόνο 
καταλήγουµε στις,  
 

2
1 1 2 12 20 0

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) (0)
t tL Mi t d d i

L L M L L M
υ λ λ υ λ λ∓= +

− −∫ ∫  και 

 
1

2 1 2 22 20 0
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) (0)
t tM Li t d d i

L L M L L M
υ λ λ υ λ λ∓= + +

− −∫ ∫  

 
Έχουµε για την ισχύ , 

1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ] ( )di di di diP t t i t t i t L i t M i t i t L i t

dt dt dt dt
υ υ= + = ± + +  ή 

 
2 2

1 1 1 2 2 2
1 1( )
2 2

dP t L i Mi i L i
dt
 = ± +  

. 

 
Ο χρόνος είναι από −∞  έως t. 
Αν για t = −∞  είναι i1 = 0 , i2 = 0, όπως υποθέτουµε πάντα, τότε η ενέργεια που 

αποθηκεύεται στο κύκλωµα ισούται µε  2 2
1 1 1 2 2 2

1 1( )
2 2

W t L i Mi i L i= ± + .  

Από την πεδιακή θεωρία (ηλεκτροµαγνητική θεωρία ) έχουµε, 

           2 3

0

1( ) ( ) 0
2 r

W t B t d x
µ µ

= >∫           όπου 3d x = το στοιχείο όγκου. 

Αν υποθέσουµε ότι i1(t)/i2(t) = x  (αυθαίρετο), θα έχοµε 
 
W = i2

2[ 1/2 L1 ± Mx +1/2 L2 x2 ] ≥  0 . 
Το i2  είναι αυθαίρετο, άρα µπορούµε  να το πάροµε  i2 ≠ 0  εποµένως  
½ L 1 ± M x + ½ L2 x 2 ≥  0 για κάθε t  και για αυθαίρετο x.  
Αυτό το τριώνυµο δεν µπορεί να έχει δυο πραγµατικές ρίζες διότι η ενέργεια θα 
άλλαζε  πρόσηµο και θα γίνονταν αρνητική, πράγµα άτοπο αφού W≥  0. Εποµένως το 
τριώνυµο έχει µόνο δυο (συζυγείς) µιγαδικές ρίζες ή µια πραγµατική ρίζα στην οποία 
µηδενίζεται και εποµένως εκεί είναι και το ελάχιστο της συνάρτησης. 
Οι ρίζες δίνονται από τις σχέσεις, 
                                         x1,2 = (-M± 2

1 2M L L− )/L2   για  +Μ 
                                          
                                         x1,2 = (M ± 2

1 2M L L− )/L2   για  – Μ 
 
Πρέπει εποµένως  L1L2 – M2 ≥  0. 
 
Ορίζεται το k = M / 1 2L L    ως ο συντελεστής σύζευξης, 0≤  k ≤  1 . 
Αν  Μ2 = L1L2  και  L1, L2 →∞  ενώ  L1/L2  πεπερασµένο, τότε έχοµε την περίπτωση 
ιδανικού µετασχηµατιστή.  L1/L2= (N1/N2)2 = α2  όπου Ν1, Ν2 οι σπείρες των  
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τυλιγµάτων πρωτεύοντος και δευτερεύοντος αντιστοίχως και α  ο λόγος σπειρών που 
λέγεται λόγος µετασχηµατιστή. 
΄Εχοµε, 
 
υ1 / L1= di1/dt ± (M / L1) di2/dt  και  υ2/(± M) = di1/dt + [L2/(± M)] di2/dt  
 
Εφόσον   Μ2 – L1L2 =0   προκύπτει εύκολα ότι 
 
      υ1(t)/L1 = υ2(t)/(± M)   ή  υ2 =  N2 / N1 υ1 = (1/α) υ1   (εξετάζοντας µόνο το θετικό  
 
πρόσηµο) 
 
Εφόσον L1 →∞  έχοµε κατά προσέγγιση  
 
0 = di1/dt  ± (M / L1) di2/dt 
 
 Ισχύουν M = k 1 2L L   και M  / L1 = k 2 1/L L   = πεπερασµένο   
και τελικώς  di2/dt = - (L1/M) di1/dt  (για θετικό πρόσηµο, +Μ). 
Ολοκληρώνοµε από - ∞  έως t οπότε 
 
i2 = - (L1 / M ) i1 

 

Αφού Μ2 = L1 L2   έχοµε L1 / M = M / L2  = 1

2

L
L

 = α (λόγος µετασχηµατιστή). 

΄Αρα   i2 = - α i1 = - (Ν1/Ν2) i1 
 
k  είναι το ποσοστό της ολικής ροής του ενός πηνίου που διέρχεται από το άλλο 
πηνίο. Για πηνία µεγάλου µήκους σε σχέση µε τη διάµετρό τους έχοµε  (βλ. Σχ. 1.6), 
 
 
 

 

                                
1

2

0 1
l

k
l
β

α

 
≤ = ≤ 

 
. 

 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 
 
 
 

 Σχήµα 1.6 
βlβ  l

α   l
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ΕΝΕΡΓΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ 

 
Υπάρχουν ανεξάρτητες (ιδανικές) πηγές τάσης και 
ανεξάρτητες (ιδανικές) πηγές ρεύµατος. 
 
 
 
 
Τα i(t) και υ(t) των πηγών που σηµειώνονται στο Σχ. 1.7 
δεν εξαρτώνται από το φόρτο (το φορτίο) που συνδέεται 
µε την πηγή. 
 
 
 
 
 

 
Οι ελεγχόµενες πηγές τάσης και ρεύµατος αντιστοίχως φαίνονται στο Σχ. 1.8. 
 
 

 
 
 
Στην περίπτωση ελεγχόµενων 
πηγών η τάση υ(t) και το ρεύµα i(t) 
στο Σχ. 1.8 εξαρτώνται από κάποιο 
άλλο ρεύµα ή τάση, γι’ αυτό αυτές 
οι πηγές λέγονται εξαρτώµενες ή 
ελεγχόµενες. 
 

 
 
Παράδειγµα 

 
 
 
 
     Ισοδύναµο κύκλωµα τρανζίστορ µε 
     ελεγχόµενη από ρεύµα πηγή 
     ρεύµατος. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.7 

 
 Σχήµα 1.8 

 Σχήµα 1.9 

( )i t

( )υ t

( )υ t( )i t

( )υ t

   ( ) i tJJJG

( )i t ( )υ t

bi

b  ( )βi υ t−
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ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 
 
Αν δύο τµήµατα κυκλωµάτων έχουν ίδια τάση στα άκρα τους και διαρρέονται από το 
ίδιο ρεύµα, τότε λέγονται ισοδύναµα. Βλέπε Σχ. 1.10. 
 
 

 
                                                       Σχήµα 1.10 
 
 
ΚΑΝΟΝΕΣ (ΝΟΜΟΙ) ΤΟΥ KIRCHHOFF 
 
1) ΚΑΝΟΝΑΣ  ΤΩΝ ΒΡΟΧΩΝ ( ΤΑΣΕΩΝ). 
 
 Για κάθε (κλειστό) βρόχο κυκλώµατος ισχύει , ( ) 0k

k
tυ =∑  άπου ( )k tυ  οι στιγµιαίες 

τάσεις στα άκρα των  στοιχείων του βρόχου.  
 
Αυτός ο νόµος σχετίζεται µε το γεγονός ότι το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι αστρόβιλο 
οπότε d 0lΕ ⋅ =∫

GG
v  . Επίσης σχετίζεται µε τη διατήρηση της ενέργειας. 

Το Σχ. 1.11 δείχνει µια εφαρµογή αυτού του νόµου.  
 

 

 
Ας συγκεντρωθούµε στο βρόχο (L) µε τα στοιχεία 5, 7, 6. Ακολουθούµε τον εξής 
κανόνα: Λαµβάνονται µε πρόσηµο + οι τάσεις που αντιστοιχούν σε  στοιχεία που 
διατρέχονται, κατά τη διαδροµή (διαγραφή) του βρόχου, έτσι που από το θετικό (+) 
άκρο τους πάµε στο αρνητικό (-). Μπορεί κάποιος να ακολουθήσει τον αντίθετο 
κανόνα αρκεί να το κάνει µε συνέπεια. 
Στην περίπτωσή µας έχουµε, 7 5 6 0υ υ υ− + = .  
 

 
 Σχήµα 1.11 

1υ
Α υ 5υ Βυ

4  υ
+

−

7υ

−

+
6   υ

2

-  
υ
+

3  +   - υ
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Κατόπιν γράφοµε τις σχέσεις µεταξύ των kυ  και των αντίστοιχων ki , όπου 
ακολουθούµε τους ορισµούς για τα στοιχεία κυκλώµατος που αναφέραµε για τα R, L, 
C, M. Τα kυ  µπορεί επίσης να εκφραστούν ως διαφορές δυναµικών των άκρων του 
σχετικού στοιχείου κυκλώµατος ως προς κάποιο σηµείο αναφοράς το οποίο θεωρείται 
ότι έχει δυναµικό µηδέν, (κοµβικά δυναµικά), 
π.χ. 5 A Bυ υ υ= − . 
 
2) ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ KIRCHHOFF ΤΩΝ ΚΟΜΒΩΝ  ( ΤΩΝ ΡΕΥΜΑΤΩΝ). 
 
Για κάθε σηµείο, κόµβο, κυκλώµατος ισχύει, ( ) 0k

k
i t =∑ .  

Θεωρούµε, συνήθως, τα ρεύµατα που πάνε προς τον κόµβο αρνητικά και αυτά που 
αποµακρύνονται θετικά. Για τον κόµβο Α στο Σχ. 1.12 έχουµε,  3 1 6 0 i i i .+ + =  
 
 

 

 
Για τον κόµβο Γ στο Σχ. 1.12 έχουµε, 1 2 3 0i i i− − − = . Για τον κόµβο Β έχουµε, 

6 4 5 0i i i− − − = . Μια άλλη µορφή αυτού του νόµου σχετίζεται µε κλειστή επιφάνεια, 
όπως αυτή µε τη διακεκοµµένη περίµετρο στο Σχ. 1.12. Ισχύει, 5 4 6 0i i i− − − = . 
Ο νόµος αυτός έχει να κάνει µε το γεγονός ότι κάθε χρονική στιγµή πουθενά στο 
κύκλωµα δεν γίνεται (πρακτικώς) συγκέντρωση φορτίου. Εδώ εξετάζουµε φαινόµενα   
ηµιστατικής όπου ο ρυθµός µεταβολής της έντασης ηλεκτρικού πεδίου  στις 
ηλεκτροµαγνητικές εξισώσεις είναι αµελητέος σε σχέση µε τους άλλους όρους  
(σχετικά χαµηλές συχνότητες). Παραλείπεται ο όρος του ρεύµατος µετατόπισης. Τα 
ανωτέρω σηµαίνουν ότι δεν υπάρχουν φαινόµενα διάδοσης. Μπορούµε να πούµε και 
το εξής, στη θεωρία κυκλωµάτων οι διαστάσεις του κυκλώµατος είναι µικρές και µία 
ηλεκτροµαγνητική διαταραχή σε κάποιο σηµείο του κυκλώµατος διαδίδεται στιγµιαία 
σε όλα τα σηµεία του κυκλώµατος.  

Πολλές φορές ο κανόνας των τάσεων γράφεται στη µορφή, k l
k l

υε =∑ ∑ , όπου 

τα kε  παριστάνουν Η.Ε.∆. (ηλεκτρεγερτικές δυνάµεις). Για πηνίο 
di
dt

Lε = −  

(ενώ η (πτώση) τάση(ς) είναι di
dt

Lυ = ). Η Η.Ε.∆. γράφεται  στην άλλη πλευρά της 

σχέσης του νόµου των τάσεων. Ουσιαστικά µεταφέρεται η τάση,  αλλάζει  πρόσηµο 
και ισούται µε την Η.Ε.∆.  Η Η.Ε.∆.  ορίζεται κατά τέτοιο τρόπο που να εµφανίζεται 

 
 Σχήµα 1.12 
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αυτό το πρόσηµο όταν ξεκινά κάποιος από βασικές έννοιες όπως η δύναµη ανά 
µονάδα φορτίου που ασκείται ένεκα Η.Ε.∆. στους φορείς του ρεύµατος. 
 
 
ΚΟΜΒΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΥΚΛΩΜΑΤΩΝ 
 
Η κατάστρωση του συστήµατος των εξισώσεων µε τους αγνώστους που πρέπει να 
προσδιοριστούν, διευκολύνεται πολύ µε την εφαρµογή της µεθόδου των κόµβων 
(κοµβική ανάλυση). Η µέθοδος στην απλούστερη µορφή της, συνίσταται στη χρήση 
του κανόνα των ρευµάτων (των κόµβων) του Kirchhoff  για κάθε κόµβο εκτός ενός ο 
οποίος είναι ο κόµβος αναφοράς (µε δυναµικό µηδέν). Προηγουµένως γράφονται οι 
σχέσεις των ρευµάτων των κλάδων συναρτήσει των δυναµικών των αντίστοιχων 
κόµβων (των διαφορών τους) και των εµπεδήσεων των κλάδων. Πρέπει να 
σηµειώσουµε ότι ο αριθµός των ανεξάρτητων εξισώσεων είναι ίσος µε το πλήθος 
όλων των κόµβων µείον ένα. Για το Σχήµα 1.11 έχουµε για τους κόµβους Α και Β τις 
δυο εξισώσεις αντιστοίχως,, 
 

Α Α Α B

1 2 3 6 5

Α Β Β Β

5 7 4

0 0 0

0 0 0

R R R R R

R R R

υ υ υ υ

υ υ υ υ

− − −
+ + =

+ +

− − −
− − + =

   

 
Από τη λύση του συστήµατος µπορεί να προσδιοριστούν τα άγνωστα στοιχεία. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ  ΤΟΥ THEVENIN 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.13 

 
Το κύκλωµα στο Σχήµα 1.13 είναι ισοδύναµο µε το κύκλωµα στο Σχήµα 1.14 µε την 
έννοια ότι για τον ίδιο φόρτο το ρεύµα i (και η τάση στα άκρα του φόρτου) είναι ίδια.  
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Ανενεργές ανεξάρτητες πηγές σηµαίνει ότι, αν είναι πηγές τάσης δεν έχουν τάση στα 
άκρα τους και άρα είναι βραχυκυκλωµένες, ενώ αν είναι πηγές ρεύµατος τότε δεν 
παρέχουν ρεύµα και άρα  ο κλάδος τους είναι ανοιχτός (διακοπή στο κύκλωµα). 
 
Παράδειγµα 
 
 

Σχήµα 1.15 
 
 
 
Το κύκλωµα του Σχ. 1.15 είναι ισοδύναµο µε το κύκλωµα του Σχ. 1.16 , 

 
 Σχήµα 1.14 

1  R

2  R

υ

φορτος
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 Σχήµα 1.16 
 
 
 
όπου το tυ  βρίσκεται από το κύκλωµα του Σχ. 1.17. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Σχήµα 1.17 
 

άρα, 2
t

1 2

R
R R

υ υ=
+

. 

 

υ

1  R

2  R t   υ
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ NORTON 
 
Αυτό το θεώρηµα λέει ότι το κύκλωµα στο Σχ. 1.18α είναι ισοδύναµο µε αυτό του 
Σχ. 1.18β όπου το ni  της πηγής ρεύµατος υπολογίζεται από το κύκλωµα του  
Σχ. 1.18γ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΑΛΛΗΛΙΑΣ 
 
Σε ένα κύκλωµα µπορεί κάποιος να θεωρήσει ότι κάποιες ανεξάρτητες πηγές είναι 
ανενεργές, να λύσει το πρόβληµα και στη συνέχεια να ενεργοποιήσει αυτές τις πηγές 
ενώ τις υπόλοιπες τις απενεργοποιεί, να λύσει το νέο πρόβληµα και να προσθέσει τα 
αποτελέσµατα. Τη διαδικασία αυτή µπορεί να την κάνει µε κατάλληλο τρόπο πολλές 
φορές. Αυτή η αρχή που είναι η αρχή της επαλληλίας στηρίζεται  στη γραµµικότητα 
των σχέσεων που διέπουν τα κυκλώµατα. Ανάλογα ισχύουν στην κίνηση (στη 
δυναµική) όπου ισχύει η αρχή της ανεξαρτησίας των κινήσεων διότι οι (διαφορικές) 
εξισώσεις κίνησης είναι γραµµικές.  

 Σχήµα 1.18 
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ΜΗ Ι∆ΑΝΙΚΕΣ ΠΗΓΕΣ 
 
Η τάση υt  είναι η τάση στα άκρα της ιδανικής πηγής. Η υ λέγεται πολική τάση και 
όταν παρέχεται ρεύµα σε εξωτερικό κύκλωµα (φόρτο) η tυ υ< . Αν 0i = τότε tυ υ=  
 
 
 
 
 
                                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στην περίπτωση µη ιδανικής πηγής ρεύµατος η εσωτερική αντίσταση της πηγής είναι 
παράλληλα µε την ιδανική πηγή ρεύµατος. Στην περίπτωση µη ιδανικής πηγής τάσης 
η εσωτερική αντίσταση είναι σε σειρά µε την ιδανική πηγή τάσης. 
Προφανώς σύµφωνα µε τα θεωρήµατα thevenin και norton µπορεί να δειχτεί ότι µη 
ιδανική πηγή τάσης tυ  µε εσωτερική αντίσταση  iR  tυ ισοδυναµεί µε πηγή ρεύµατος 

t
n

i

i
R
υ

=  παράλληλα µε αντίσταση Ri. Πηγή ρεύµατος in µε εσωτερική αντίσταση Ri 

ισοδυναµεί µε πηγή τάσης t n ii Rυ =  σε σειρά µε αντίσταση Ri. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ MILLER 
 
 

 Σχήµα 1.20 

 Σχήµα 1.19 

1   i
2

i

    Y
1υ 2υ

1   i 2
i

1  υ 2υ

tυ

υ

i t

i t

0

Αν  0    

υ iR υ

R υ υ

+ − =

= ⇒ =

υ

2 iυ i R=
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Το θεώρηµα του Miller λέει ότι τα κυκλώµατα των Σχηµάτων 1.20α και 1.20β είναι 
ισοδύναµα µε την έννοια ότι τα ρεύµατα i1,i2 προς τα εξωτερικά κυκλώµατα 
(παριστάνονται µε Χ,X) είναι ίδια. Πράγµατι, έστω υ2 = k υ1 και ότι το k είναι γνωστό. 
Έχουµε τα Y1, Y2 (που πρέπει να προσδιορίσουµε ώστε το κύκλωµα του Σχ. 1.20β να 
είναι ισοδύναµο µε αυτό του Σχ. 1.20α  όπου το Y είναι δεδοµένο. Έχοµε 

2
1 1 2 1 1

1

( ) (1 ) (1 )i Y Y Y kυυ υ υ υ
υ

= − = − = − . Για να είναι ισοδύναµα τα δύο κυκλώµατα 

(άρα τα i1, i2 ίδια όπως στο πρώτο κύκλωµα) , πρέπει η Y1 να είναι τέτοια ώστε 
i1=Y1υ1 άρα 1= (1- )Y Y k . Για τον κόµβο 2 στο Σχ. 1.20α έχουµε 2 1i i= −  και 

2
2 2 1 2

1

( ) (1 )i Y Y υυ υ υ
υ

= − = −  ή 2
2 2

1

(1 )i Y υ υ
υ

= − . Άρα πρέπει για την ισοδυναµία τους 

να ισχύει 2 2 2Y iυ =  ή 2
1(1 )Y Y
k

= − . 

 
ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΚΥΚΛΩΜΑΤΟΣ  ΣΕ ΑΝΩΜΑΛΕΣ ∆ΙΕΓΕΡΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΛΛΕΣ 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 
 
Όταν οι τάσεις και τα ρεύµατα σε κάποιο κύκλωµα είναι πεπερασµένα, τότε η τάση 
στα άκρα πυκνωτή του κυκλώµατος και το ρεύµα που διέρχεται από πηνίο του 
κυκλώµατος είναι συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου.  
 
Πράγµατι,  

α) για πυκνωτή ισχύει, ( )( ) d ti t C
dt
υ

= . Αν το ( )tυ µεταβληθεί απότοµα οπότε δεν 

είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου αλλά έχει συµπεριφορά  βηµατικής 
συνάρτησης, συνάρτησης heaviside, θ(t), τότε υ = υα θ (t) και i(t) = C υα δ(t-t0 ),  
όπου  δ(t-t0) συνάρτηση δέλτα, κρουστική συνάρτηση. 
 
Αυτό σηµαίνει ότι το i(t) θα γίνει στιγµιαία άπειρο, πράγµα άτοπο σύµφωνα µε την 
υπόθεσή µας ότι το ρεύµα είναι πεπερασµένο. Άρα το υ(t) δεν µπορεί να µεταβληθεί 
απότοµα αλλά πρέπει να είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου. 

β) Για αυτεπαγωγή έχουµε, ( )( ) di tt L
dt

υ = . Αν το i(t) µεταβληθεί απότοµα και δεν 

είναι εποµένως συνεχής συνάρτηση του χρόνου, τότε το υ(t) είναι ανάλογο του δ(t-t0) 
άρα στιγµιαία άπειρο πράγµα άτοπο γιατί είπαµε ότι το υ(t) είναι πεπερασµένο. Άρα 
το i(t) είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου.  
Λέµε ότι το πηνίο παρουσιάζει αδράνεια στις µεταβολές ρεύµατος και ο πυκνωτής 
στις µεταβολές τάσης.  

Αφού 21
2

W Cυ=  και 21
2

W Li= ,  εννοείται ότι η τάση σε πυκνωτή και το ρεύµα σε 

πηνίο πρέπει να είναι πεπερασµένα (κάθε πεπερασµένη χρονική στιγµή) γιατί αλλιώς 
η αποθηκευµένη ενέργεια θα ήταν άπειρη. Κυκλώµατα που δεν ικανοποιούν αυτή την 
απαίτηση  δεν είναι «καλά» µοντέλα πραγµατικών κυκλωµάτων. 
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Παράδειγµα 
 

 
                                Σχήµα 1.21   

 
V = 100 V, R1 = 20 Ω , R2 = 5,0 Ω, L = 10 H. 
 
Ο διακόπτης ανοίγει τη χρονική στιγµή t = 0. Να βρεθούν 
 

α) Το 
0

L

t

di
dt

+=

 

 
β) Το υ∆=V1-V2  για t = 0+ (τάση στα άκρα του διακόπτη) 
 
γ) Ο ρυθµός µείωσης της ενέργειας του πηνίου για t = 0+. 
 

Λύση 
 

α) 
2

( 0)L
Vi t
R

= ≤ .  Το iL είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου άρα: 

0
2

100 V(0 ) (0 ) 20 
5 L L

Vi i I
R− += = = = Α =

Ω
. 

Έχουµε το νόµο του Kirchhoff για τις τάσεις, 2 1 0L
L L

diL i R i R
dt

+ + = . Η διαφορική 

εξίσωση είναι οµογενής και άρα έχει λύση της µορφής, tkeρ  όπου προφανώς 
1 2R R

L
ρ +
= − . Άρα, 

1 2

( ) e
R R t

L
Li t k

+
−

= . Αφού 0(0 )Li I+ =  έχουµε 
1 2

0( ) e
R R t

L
Li t I

+
−

= . Άρα, 

LLυ

1υ

2υ 2R

 Li

1   R
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1 2
1 2

0 e
R R t

L Ldi R RI
dt L

+
−+

= − . Για t = 0+ έχουµε 1 2
0

(0 )Ldi R RI
dt L

+ +
= −  άρα  

d (0 ) 5 20 A A20 50 
d 10 s s

Li
t
+ +
= − = − . 

 
β) Το ρεύµα της R1 είναι από κάτω προς τα πάνω άρα η V2=υ1 είναι αρνητική, 

V2=
1 2

1 1 0 1e
R R t

L
Li R I Rυ

+
−

= − = − ,  για t = 0+    1 2(0 ) 20 20 V 400 VVυ + = = − × = − , άρα 
υ∆ (100 ( 400)) V 500 V= − − = . 
 
γ) Προφανώς ο ρυθµός απώλειας ενέργειας του πηνίου βρίσκεται εύκολα αφού, 

21( ) ( )
2LW t Li t= . Έχουµε L L

L
dW diLi
dt dt

=  άρα (0 ) (0 ) L L
o

dW diL I
dt dt

+ += ⇒  

dWL/dt (0 ) 10 20 50 J / s 10 000  J / s+ = − × × = −  
 
 
ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ  ΜΕΓΕΘΩΝ ΑΡΜΟΝΙΚΩΝ ΜΕ ΤΟ ΧΡΟΝΟ 
(ΦΑΣΟΡΕΣ) 
 
Έστω ότι σε κάποιο κύκλωµα έχουµε διέγερση της µορφής 1j( )e tx ω ϕ+ (µόνιµο 
φαινόµενο). Η διαφορική εξίσωση είναι γραµµική µε σταθερούς συντελεστές άρα η 
απόκριση είναι της µορφής, 2j( )e ty ω ϕ+  όπου τα x, y, ω, φ1, φ2 πραγµατικά. Προφανώς 
οι διεγέρσεις 1j( )

1Re e cos( )tx x tω ϕ ω ϕ+  = +   και 1j( )Im e tx ω ϕ+  =    1sin( )x tω ϕ+  

οδηγούν στις αποκρίσεις 2j( )
2Re e cos( )ty y tω ϕ ω ϕ+  = +   και 

2j( )
2Im e sin( ),ty y tω ϕ ω ϕ+  = +   αντιστοίχως. 

Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε ένα (πραγµατικό) αρµονικό µε το 
χρόνο φυσικό µέγεθος (τάση, ρεύµα), ένα µιγαδικό µέγεθος του οποίου το 
πραγµατικό (ή το φανταστικό) µέρος είναι το µέγεθος που µας ενδιαφέρει. Ορίζονται 
µιγαδικές αντιστάσεις και άλλα φυσικά µεγέθη χαρακτηριστικά των στοιχείων 
κυκλωµάτων για τα µιγαδικά µεγέθη και αυτό διευκολύνει, όπως θα δούµε, την 
ανάλυση των κυκλωµάτων. 
 
Θεώρηµα 1 
 
Αν έχουµε δύο µιγαδικούς je tA ω  και je tB ω  όπου ω πραγµατικός και Α, Β γενικώς 
µιγαδικά, τότε αν j jRe( e ) Re( e )t tA Bω ω=  για κάθε t, θα ισχύει και Α = Β. Ισχύει και το 
αντίστροφο. Το Re µπορεί να αντικατασταθεί µε το Im (δυϊκότητα).  
 
Απόδειξη. 

Για t = 0 έχουµε Re(A) = Re(B). Αν  θεωρήσουµε ότι 2t ω
π

= , τότε je jtω =  άρα  

Re(Α j) = Re(B j). Έστω A = A1 + j A2,  Β = Β1 + j Β2  όπου Α1, Α2, Β1, Β2 πραγµατικά 
τότε Re(j A1 - A2) = ( j B1 – B2) άρα Α2 = Β2 δηλαδή Im(A) = Im(B) άρα Α = Β.  
Το αντίστροφο είναι προφανές. Ανάλογα δείχνεται και η περίπτωση όπου ισχύει 

j jIm( e ) Im( e )t tA Bω ω= . 
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Θεώρηµα 2 
 

Αν jRe( e )tA ωα =  τότε jRe( j e )td A
dt

ωα ω= . 

 
Απόδειξη 
 
Από τη σχέση j

1 2( )  ( )  j ( )  e tB t B t B t A ω= + = ,  (Β1, Β2 πραγµατικοί) έχουµε 
j1 2d dd j j e

d d d
tB BB A

t t t
ωω= + = . Άρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1 

( )jdRe Re j e
d

tB A
t

ωω  = 
 

. 

Εποµένως αν α=Re(A ejωt) έπεται ότι ( )jd Re j e
d

tA
t

ωα ω= . 

 
ΜΙΓΑ∆ΙΚΕΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΑΝΤΙΣΤΑΣΕΩΝ (ΕΜΠΕ∆ΗΣΕΩΝ) 
 
α) Ωµική αντίσταση (αντίσταση)  
 

 
Για αρµονική τάση και ρεύµα έστω ότι 

1j j
1ˆ ˆRe( e e ) cos( )t tϕ ωυ υ υ ω ϕ= = + . Επίσης 

2j j
2Re( e e ) cos( )ti î î tϕ ω ω ϕ= = + . jωt=Re( e )υ V  όπου 

1jˆe ϕυ=V .και jRe( e )ti ω= I  όπου 2jeî ϕ=I , 
ˆυ̂, i  πραγµατικά. Τα V, I   λέγονται φάσορες ή 

παραστατικοί µιγαδικοί και παριστάνονται µε βέλη στο 
µιγαδικό επίπεδο και συµβολίζονται, όπως τα διανύσµατα, 
µε παχιά (bold) γράµµατα. Αφού ισχύει  

υ = Ri έχουµε, j j jRe( e ) Re( e ) Re( e )t t tR Rω ω ω= ⋅ =V I I , άρα σύµφωνα µε τα 
προηγούµενα (Θεώρηµα 1) =R V I . Ορίζοµε τη µιγαδική αντίσταση (ωµική) ως,   
ZR = R =V / I .  
 
 
 

 
 
 
 
Οι φάσεις (ορίσµατα) των µιγαδικών µεγεθών, σε 
αυτή τη περίπτωση είναι ίδιες. 1jˆe ϕυ=V , 2jeî ϕ=I . 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Σχήµα 1.22 

 
 Σχήµα 1.23 

V

I
R=V I

φ
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β) Χωρητική αντίδραση (αντίσταση) 
 

 
 
 
 
Έστω τα αρµονικά µεγέθη jRe( e )tωυ = V  , jRe( e )ti ω= I  
µε φάσορες 1jˆe ϕυ=V και 2jeî ϕ=I . Από τη σχέση 

jRe( e )tωυ = V  προκύπτει σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2 ότι 
jRe(  j e )td

dt
ωυ ω= V . Όµως di C

dt
υ

=  άρα 
j jRe( e ) Re(  j e )t tCω ωω=I V . Εποµένως (Θεώρηµα 1) j Cω=I V . Ορίζουµε τη 

µιγαδική χωρητική αντίδραση (αντίσταση)  
 

1 j
jCZ

C Cω ω
= = = −I

V  

 
 

 
Όπως φαίνεται στο Σχ. 1.25 η τάση ακολουθεί το ρεύµα 
µε καθυστέρηση 90o.  
 
 
 
 
 
 
 

 
γ) Επαγωγική αντίδραση (αντίσταση) 
 

Έχουµε diL
dt

υ = . Έστω jRe( e )tωυ = V  , jRe( e )ti ω= I . Από το Θεώρηµα 2 έχουµε 

jd Re( j e )
d

ti
t

ωω= I . Άρα j jRe( e ) Re( j e )t tLω ωω=V I  εποµένως j Lω=V I . Ορίζουµε 

ως µιγαδική επαγωγική αντίδραση την ποσότητα ZL = V / I = jωL. 
 
 
 

 
Το ρεύµα ακολουθεί την τάση µε καθυστέρηση 90 ο . 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 Σχήµα 1.24 

 
 Σχήµα 1.25 

 
 Σχήµα 1.26 

( )i t

( )υ t d
d
υi C
t

=

I

V

j
ωC

V = - I

I

 V

jωLV = I
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δ) Αµοιβαία επαγωγή 
 

Ισχύουν 1 2
1 1

di diL M
dt dt

υ = ±  και  1 2
2 2

di diM L
dt dt

υ = ± + . Θέτουµε, j
1 1Re(  e )tωυ = V , 

j
2 2Re(  e )tωυ = V , j

1 1Re( e )ti ω= I  και j
2 2Re( e )ti ω= I . Με ανάλογη διαδικασία όπως 

προηγουµένως βρίσκουµε: 1 1 1 2j jL Mω ω= ±V I I και 2 1 2 2j jM Lω ω= ± +V I I .  
 
Είναι εύκολο να δει κάποιος ότι ισχύει για τη σύνθεση µιγαδικών αντιστάσεων ότι 
ισχύει και για τις συνήθεις πραγµατικές αντιστάσεις. (Για σύνθεση σε σειρά, 
παράλληλα κ.τ.λ.) 
 
Παράδειγµα 
 
 

 Σχήµα 1.27 
 
 
 
Να βρεθεί το ρεύµα στο κύκλωµα του Σχ. 1.27, αν ˆ( ) cos( )t tυ υ ω φ= + . 
 

Λύση 
 
Ο φάσορας της τάσης είναι 1jˆe ϕυ=V  ( j( ) Re( e )tt ωυ = V ). Η ολική µιγαδική εµπέδηση 

είναι 1j
j

Z L R
C

ω
ω

= + +   (ZL = jωL, ZR = R, 1
jCZ

Cω
= ). 

 Άρα  
j1( j ) e

j
Z R L Z

C
θω

ω
= + − =  όπου 2 21( )Z R L

C
ω

ω
= + − και  

1arctan L R
C

θ ω
ω

  = −    
. Ο φάσορας του ρεύµατος είναι 1j( )ˆ

e
Z Z

ϕ θυ −= =
VI  

1 2ϕ θ ϕ− =  
 

 
Οι γωνίες είναι θετικές όταν µετριόνται κατά την αντίθετη 
φορά των δεικτών του ρολογιού και αρνητικές αν 
µετριούνται κατά τη φορά των δεικτών του ρολογιού. 
 
 
 
 
 
 

 

 
 Σχήµα 1.28 

( ) υ t
( )i t

L R

R
ωL

1
ωC
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ  LAPLACE 

Ο µετασχηµατισµός laplace ορίζεται από τη σχέση 
0

( ) ( ) [ ( )]
def

stF s f t e dt L f t
−

∞
−= =∫  

όπου s µιγαδικός ( s = σ + j ω ) και λέγεται µιγαδική συχνότητα. 
Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός laplace ορίζεται από τη σχέση: 
 

j
1

j

1( ) ( ) [ ( )]
2 j

stf t F s e ds L F s
σ ω

σ ωπ

+
−

−

= =∫ . 

 
Η συνάρτηση f (t) θεωρείται για t > 0. Όλη η προϊστορία (για t < 0) εισάγεται στην 
αρχική τιµή για t = 0-. Για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός πρέπει το s  να πληροί 
κάποιες προϋποθέσεις για να υπολογίζεται το ολοκλήρωµα. ΄Οµως µε τη µέθοδο της 
αναλυτικής επέκτασης ο µετασχηµατισµός επεκτείνεται παντού όπου η συνάρτηση 
που ορίζει είναι αναλυτική. Αυτή είναι η αιτία που δεν δίνεται στους τύπους η 
περιοχή του s . To t = 0-  προτιµάται  αντί του  t= 0 από πολλούς ώστε να µην 
χρειάζεται να κάνει κάποιος κάτι ιδιαίτερο για τις ανώµαλες στο µηδέν συναρτήσεις δ 
(t) και θ (t). 
 
Ιδιότητες του µετασχηµατισµού laplace 
 
L[f (t)] = F(s) 
L[α f (t)] = α L[f (t)] = α F (s) 
L[c1 f1 (t) + c2 f2 (t)] = c1 F1 (s) + c2 F2 (s) 
L[e-αt f (t)] = F (s+α) 
L[f (t-α) θ(t-α)] = e-αs F (s) 

L[f (αt)] =  1 sF
α α

 
 
 

 

2 1
1 2

2 1

d d d d[ ( )] ( ) (0 ) (0 )... (0 ) (0 )
d d d d

n n n
n n n

n n n

f f fL f t s F s s f s s
t t t t

− −
− −

− − − −− −= − − − −  

0

( )[ ( )d ]
t F sL f

s
λ λ

−

=∫  

0

1[ ( ) ] e ( )d
1 e

st
sL f t f t t
α

α
−

−=
− ∫  όπου f (t) = f (t+α) ,  α > 0 (περιοδικές συναρτήσεις). 

 
 
 
Με το µετασχηµατισµό laplace διαφορικές εξισώσεις µετατρέπονται σε αλγεβρικές, 
οπότε διευκολύνεται η λύση προβληµάτων. 
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Μετασχηµατισµός laplace κάποιων συναρτήσεων 
 
f (t) F (s) 
δ(t) 1 
θ (t) 1/s 

tn  µε n = 1,2,3…  1

!
n

n
s +  

e-αt 
1

s a+
 

cos (β t) 2 2

s
s β+

 

sin (β t) 2 2s
β
β+

 

n

n

d δ( )
d

t
t

 ns  

-e                          att  
 

2

1
( )s a+

 

e sin( )                     at tβ−  
 2 2( )s a

β
β+ +

 

n -e                                    att  
 n+1

n!
( )s a+

 

 
e cos( )                     at tβ−  
              

2 2( )
s a

s a β
+

+ +
 

 
sin( )                                          t tβ  2 2 2

2
( )

s
s

β
β+

 

 
cos( )  t tβ  

2 2

2 2 2( )
s
s

β
β
−
+

 

 
sin( )       tβ ϕ+  
 

2 2

sin( )+ cos( )s
s
ϕ β ϕ

β+
 

 
cos( )           tβ ϕ+  
 

2 2

cos( )- sin( )s
s
ϕ β ϕ

β+
 

 
-e [sin( )  cos( )]   at t t tβ β β−  

 

3

2 2 2

2
[( ) ]s a

β
β+ +

 

 
 

-e sin( )   att tβ  
 

2 2 22
[( ) ]

s a
s a

β
β

+
+ +

 

 
-e cos( )   att tβ  

 

2 2

2 2 2

( )
[( ) ]

s a
s a

β
β

+ −
+ +
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Έστω ότι για κάποιο κύκλωµα έχουµε τη διαφορική εξίσωση (η οποία είναι τυπική 
για περιπτώσεις κυκλωµάτων). 

1 0 1 0
d d d d... ...
d d d d

n m

n m
y y x xy b b b x
t t t t

α α α+ + = + +   

 Από τη σχέση:  
2 1

1
2 1

d d d[ ( )] ( ) (0 )... (0 ) (0 )
d d d

l l l
l l

l l l

f fL f t s F s s f s
t t t

− −
−

− − −− −= − − −  και αν δεν υπάρχει 

αρχική ενέργεια στα στοιχεία του κυκλώµατος τότε οι όροι  µε τις αρχικές συνθήκες  

είναι µηδέν, οπότε d[ ( )] ( )
d

l
l

lL f t s F s
t

= . 

Άρα ο µετασχηµατισµός laplace για τη διαφορική εξίσωση δίνει: 
1 1

1 0 1 0( ... ) ( ) ( ... ) ( )n m
n ma s a s a Y s b s b s b X s+ + + = + + +  ή ( ) ( ) ( )Y s H s X s= . 

Η 
1

1 0
1

1 0

( ... )( )
( ... )

m
m

n
n

b s b s bH s
a s a s a

+ + +
=

+ + +
 είναι η συνάρτηση του κυκλώµατος. Χ(s) είναι η 

διέγερση και Y(s)  είναι η απόκριση. 
 
Αν ξέρουµε τη διέγερση (ως συνάρτηση του χρόνου) x(t) και την H(s) τότε βρίσκουµε 
την X(s) και  την Y(s). Στη συνέχεια µε χρήση του αντίστροφου µετασχηµατισµού 
laplace της Y(s) υπολογίζουµε την απόκριση  y(t). 
 

• Σηµασία της απόκρισης σε κρουστική διέγερση, δ(t), και σε βηµατική 
διέγερση, θ(t) 

 
Έχουµε ( ) ( ) ( )Y s H s X s= , (αν δεν υπάρχει αρχική ενέργεια στο κύκλωµα). 
 
α) Αν x (t) = δ (t) η 1 1( ) 1 ( ) [ ( ) ( )] [ ( )]X s h t L H s X s L H s− −= → = = . 

β) Αν x(t) = θ (t) η ( ) 1/X s s=  άρα 1 1 ( )( ) [ ( ) ( )] [ ]H sr t L H s X s L
s

− −= =  

 
• Συνέλιξη (συγκερασµός) συναρτήσεων. 

Σε πολλές περιπτώσεις είναι χρήσιµη η έννοια της συνέλιξης (ή συγκερασµού) 
συναρτήσεων. Ο ορισµός της συνέλιξης για δυο συναρτήσεις είναι, 
 

( ) ( ) ( )dy t h f h t fτ τ τ
+∞

−∞

= ∗ = −∫  

Παρόλο που χρησιµοποιήσαµε για τη µεταβλητή το σύµβολο t , επειδή στην 
περίπτωσή µας η µεταβλητή είναι πράγµατι ο χρόνος, όµως η διαδικασία της 
συνέλιξης αναφέρεται γενικώς σε συναρτήσεις κάποιας οποιασδήποτε µεταβλητής.  
Εύκολα προκύπτουν οι ιδιότητες, 
 
h f f h∗ = ∗     (µεταθετική) 
 

( ) ( )h f g h f g∗ ∗ = ∗ ∗    (προσεταιριστική) 
 

( )h f g h f h g∗ + = ∗ + ∗    (επιµεριστική) 
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• Συνέλιξη και µετασχηµατισµός laplace. 

Ας υποθέσοµε ότι έχοµε τις συναρτήσεις του χρόνου ( ),  ( )h t f t , για  τις οποίες 
υποθέτοµε ότι είναι ( ) 0,  ( ) 0f t h t= =  για 0.t <  
Εύκολα δείχνεται ότι ισχύει, 
 

[ ( ) ( )] ( ) ( )L h t f t H s F s∗ =   όπου ( ) [ ( )],  ( ) [ ( )]H s L h t F s L f t= =  
 
Έστω ( ),  ( ( ))h t H s  η απόκριση κάποιου συστήµατος σε κρουστική διέγερση δ( )t . 
Προφανώς αν το σύστηµα δεν έχει αρχική ενέργεια τότε για διέγερση ( ),  ( ( ))x t X s  η 
απόκριση του συστήµατος είναι ( ),  ( ( ))y t Y s  και ισχύουν 
 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Y s H s X s
y t h t x t

=
= ∗

 

 
Ο µετασχηµατισµός laplace µετατρέπει το ολοκλήρωµα της συνέλιξης στο χώρο του 
χρόνου, σε σύνηθες γινόµενο στο χώρο των µιγαδικών συχνοτήτων. 
Ανάλογα ισχύουν για το µετασχηµατισµό fourier ο οποίος για δυο συναρτήσεις του t  
ορίζεται ως εξής, 
 

-j( ) ( ( )) ( )e dtG F f t f t tωω
+∞

−∞

= = ∫         (ευθύς µετασχηµατισµός fourier) 

 
Ισχύει  επίσης 
 

j1( ) ( )e d
2π

tf t G ωω ω
+∞

−∞

= ∫  

 
Έστω ( ),  ( )x yG Gω ω  οι µετασχηµατισµοί fourier της εισόδου ( )x t  και της εξόδου 

( )y t  αντιστοίχως.  Έστω ( j )H ω  η συνάρτηση του συστήµατος στο φανταστικό 
πεδίο συχνοτήτων. Εύκολα βρίσκοµε ότι 
 

( ) ( ) ( j )y xG G Hω ω ω=  
 
 
 
 
ΕΜΠΕ∆ΗΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΘΕΤΗ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΑ ΣΤΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 
 
α) Αντίσταση (ωµική) 
 
΄Εχοµε τη σχέση   υ(t) = R i(t). 

΄Αρα ο µετασχηµατισµός laplace δίνει V(s) = R I(s)  ή ( )( )
( )R

V sZ s R
I s

= = . 

ZR(s) είναι η µιγαδική ωµική αντίδραση (αντίσταση) που συµπίπτει µε τη συνήθη 
πραγµατική  αντίσταση R. 

Η 1 1 ( )( )
( ) ( )R

R

I sY s
R Z s V s

= = =  είναι η (µιγαδική) αγωγιµότητα. 
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β) Χωρητική (µιγαδική αντίδραση  ή απλώς αντίσταση) 
 

di C
dt
υ

= . Άρα 
0 0

( ) ( ) st stdI s i t e dt C e dt
dt
υ

− −

∞ ∞
− −= =∫ ∫  ή ( ) ( ) (0 )I s C sV s Cυ −= − . 

Αν υποθέσουµε ότι υ(0-) = 0, δηλαδή ότι δεν υπάρχει αρχική ενέργεια στον πυκνωτή, 

τότε έχουµε: ( ) ( )I s C sV s=  ή  ( ) 1( )
( )C

V sZ s
I s sC

= = . Αυτή είναι η µιγαδική χωρητική 

αντίδραση (αντίσταση). 1 ( )( )
( ) ( )C

C

I sY s sC
Z s V s

= = = . YC είναι η µιγαδική χωρητική 

αγωγιµότητα. 
 
 
 
 
 
 
 
γ) Αυτεπαγωγή 
 

diL
dt

υ = . ( ) ( ) (0 )V s sL I s Li −= − . Αν δεν υπάρχει αρχική ενέργεια στο πηνίο, 

(0 ) 0i − = . 

Άρα ( )( )
( )L

V sZ s sL
I s

= = . Αυτή είναι η µιγαδική επαγωγική αντίδραση και  

1 1( )
( )L

L

Y s
Z s sL

= =   είναι η µιγαδική επαγωγική αγωγιµότητα.  

 
δ) Αµοιβαία επαγωγή 
 

1 2
1 1

di diL M
dt dt

υ = ±  και 1 2
2 2

di diM L
dt dt

υ = ± +  

 
άρα 1 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) (0 ) (0 )V s sL I s sM I s L i Mi− −= ± − ∓  και  
       2 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) (0 ) (0 )V s sM I s sL I s Mi L i− −= ± + −∓  
 
Αν δεν υπάρχει αρχική ενέργεια 1 2(0 ) (0 ) 0i i− −= =  άρα  

1 1 1 2( ) ( ) ( )V s sL I s sM I s= ±  και 2 1 2 2( ) ( ) ( )V s sM I s sL I s= ± + . 
Iσχύουν οι συνήθεις κανόνες για τη σύνθεση των µιγαδικών αντιδράσεων 
(αντιστάσεων) που ισχύουν για τις συνήθεις πραγµατικές αντιδράσεις (αντιστάσεις). 
Σύνθεση σε σειρά, παράλληλα κλπ. 
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Παράδειγµα 
 
Βρείτε την έξοδο, υo (t) για είσοδο υ1(t) = V0 θ (t), t>0 όπου  θ(t) η συνάρτηση 
heavyside. ∆εν υπάρχει αρχική ενέργεια στο κύκλωµα. 
 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.29 

 
 
 
 
 
 
Λύση  
 
Η ολική  µιγαδική (σύνθετη) αντίδραση (εµπέδηση) είναι, 
 

1 2
1Z R R

sC
= + +  άρα 1 1

1 2

( ) ( )( ) 1 ( )

V s V sI s
Z R R

sC

= =
+ +

. 1 0 0
1( ) [θ( ) ]V s V L t V
s

= =   άρα 

0 0
2

0 1 2 1 2
0 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )1 11 ( )
( ) ( )

V V R
V C R R R RI s V s I s R

R R C s s s
R R C R R C

⋅
+ +

= = ⇒ = =
+ + + +

+ ⋅ + ⋅

.  

Από πίνακες βρίσκουµε ότι ο µετασχηµατισµός laplace της e-αt είναι 1
s α+

 άρα 

1 2( )0
0 2

1 2

( ) e t R R CVt R
R R

υ − + ⋅= ⋅
+
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ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΣΕ ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ ΚΛΑΣΜΑΤΑ 
 
Με τη χρήση πινάκων που δίνουν τους µετασχηµατισµούς laplace διαφόρων 
συναρτήσεων και µε τη χρήση της µεθόδου αναπτυγµάτων σε επιµέρους κλάσµατα 
µπορούµε να αναγάγουµε το πρόβληµα εύρεσης του αντιστρόφου µετασχηµατισµού 
laplace σε απλούστερο πρόβληµα. 
 
Έστω ότι η F(s) είναι ρητή συνάρτηση της µορφής, 

1
1 1 0

1
1 1 0

...( )
...

m m
m m

n n
n

a s a s a s aF s
s b s b s b

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + +
 έστω ότι m < n. Αν αυτό δεν συµβαίνει τότε 

διαιρούµε τον αριθµητή δια του παρονοµαστή και καταλήγουµε σε κάποιο 
πολυώνυµο που αναστρέφεται εύκολα µε µετασχηµατισµό laplace  και ένα κλάσµα 
πολυωνύµων µε m<n. 

Έχουµε 
1

1 1 0

1 1 1

...( )
( )( )...( )...( )

m m
m m

r
n n r

a s a s a s aF s
s s s s s s s s

−
−

− +

+ + + +
=

− − − −
 όπου sk, k = 1, ...n είναι οι ρίζες 

του πολυωνύµου του παρονοµαστή που λέγονται πόλοι της F(s) και η ρίζα s1 έχει 
πολλαπλότητα r. Αν υπάρχει στον αριθµητή και στον παρονοµαστή ο ίδιος 
παράγοντας προφανώς πρέπει να απαλειφθεί.  
 
Έτσι µπορούµε να γράψουµε,  

1 1 1
1

1 1 1 1

( ) ... ...
( ) ( )

n r r r
r r

n r

k k k k kF s
s s s s s s s s s s

+ −
−

+

= + + + + + +
− − − − −

. Τα ki είναι σταθερές που 

προσδιορίζονται. 
Η σταθερά kρ για πολλαπλή ρίζα πολλαπλότητας r, βρίσκεται από τη σχέση, 

1
1

1 dlim [( ) ( )]
! d

r
r s s

k s s F s
s

ρ

ρ ρρ− →

 
= − 

 
 για ρ = 0, …, (r-1). 

H µηδενική παράγωγος συνάρτησης ορίζεται ίση µε τη συνάρτηση. Πρέπει πρώτα να 
απλοποιηθεί ο παράγοντας 1( )s s ρ−  και µετά να γίνει η παραγώγιση. 
Για την απλή ρίζα  sl  έχουµε, lim[( ) ( )]

l
l ls s

k s s F s
→

= −  

Για πολλαπλή ρίζα σχετικά µικρής πολλαπλότητας, αφού βρεθούν οι συντελεστές των 
απλών ριζών, µπορεί να εφαρµοστεί απλή αλγεβρική µέθοδος όπου στο ανωτέρω 
ανάπτυγµα της ( )F s ,  δίνονται τιµές στο s  διαφορετικές από την πολλαπλή ρίζα και 
λύνεται το σύστηµα που προκύπτει ως προς τους άγνωστους συντελεστές. 
 
Παράδειγµα 

Να βρεθεί  η  f (t) για 
24 9 1( )

2 ( 2)
s sF s
s s
+ +

=
+

. ∆ιαιρούµε τον  αριθµητή δια του 

παρονοµαστή και βρίσκουµε, 24 9 1 2 [2 ( 2)] ( 1)s s s s s+ + = ⋅ + + +  άρα  

24 9 1 1( ) 2
2 ( 2) 2 ( 2)
s s sF s
s s s s
+ + +

= = +
+ +

 ή 2 1
1

1 ( 1)
2( ) 2 2 2 ( )
( 2) 2

s k kF s F s
s s s s

+
= + = + + = +

+ +
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2 1 22
2

1 1 1lim[( 2) ( )]
2 4s

s

sk s F s k
s→−

=−

+
= + = ⇒ =  και  

1 10
0

1 ( 1) 1 1 12lim[ ]
( 2) 2 2 4s

s

s s sk s k
s s s→

=

+ +
= = ⇒ =

+ +
. Άρα 1

1 1 1 1( )
4 2 4

F s
s s

= +
+

 και τελικά 

1 1 1 1( ) 2
4 2 4

F s
s s

= + +
+

 από πίνακες βρίσκουµε, 21 1( ) 2δ( ) e θ( ), 0
4 4

tf t t t t−= + + >  ή 

21( ) 2δ( ) (1 e ), 0
4

tf t t t−= + + >  

 
 
 
Παράδειγµα 
 
Να βρεθεί η απόκριση σε κρουστική διέγερση του παρακάτω κυκλώµατος. 
 (R1 = R2 =1,0 Ω, L = 1,0 H, C = 1,0 F)  
 
 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.30 

 
 
 

 
 
 
 

Λύση 
 
 

 Σχήµα 1.31 
 
 

1( )υ t

   C L

1R 2R ( )     ου t

1( ) V s

2 ( )V s

( )oV s1R 2R

 sL
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2 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1/

V s V s V s V s
sC R sL R
−

+ + =
+

 (κανόνας των κόµβων του Kirchhoff). 

 

1

2

( )12

1

sCV (s)= V s1sC+
R sL R

+
+

. Από το διαιρέτη τάσης προκύπτει,  

2 2
0 2 1

2
2

1

( ) = ( ) ( )1( )( ) 1

R sCRV s V s V s
R sL sL R sC

R

=
+ + + +

 ή  

0 2

1
2

1

( )  = ( )= 1( ) ( )( ) 1

V s sCRH s
V s sL R sC

R
+ + +

. Άρα από τα δεδοµένα 2( )
2 2
sH s

s s
=

+ +
 ή 

1 2

( )
( )( )

sH s
s s s s

=
− −

 όπου s1 = -1 + j και s2 = -1 – j 

‘Οταν τα µεγέθη εισόδου εξόδου αναφέρονται σε διαφορετικές θύρες τότε η 
συνάρτηση του κυκλώµατος H  λέγεται συνάρτηση µεταφοράς.  
 

1 2

1 2 1 2( )( )
s k k

s s s s s s s s
= +

− − − −
. 

1
1

1 1
2

lim[( ) ( )]
s s

s s

sk s s F s
s s→

=

= − =
−

 και  

2
2

2 2
1

lim[( ) ( )]
s s

s s

sk s s F s
s s→

=

= − =
−

. 

Άρα, 1
1

1 2

1 j 1 j 1 (1 j)
1 j ( 1 j) 2 j 2

sk
s s

− + − +
= = = = +

− − + − − −
και  

2
2

2 1

1 j 1 j 1 (1 j)
1 j ( 1 j) 2 j 2

sk
s s

− − − −
= = = = −

− − − − − + −
. 

 

Άρα 
1 2

1 1 j 1 1 j( )
2 2

H s
s s s s
+ −

= +
− −

 και  

1 1 1

1 2

1 1 1 1( ) [ ( )] (1 j) [ ] (1 j) [ ]
2 2

h t L H s L L
s s s s

− − −= = + + − ⇒
− −

 

1 2 ( 1 j) ( 1 j)1 1 1 1( ) (1 j)e (1 j)e (1 )e (1 j)e
2 2 2 2

s t s t t th t j − + − −= + + − = + + − =  

j j1 1(1 j)e e (1 j)e e
2 2

t t t t− − −= + + − =  

e e(cos jsin jcos sin cos jsin cos sin ) (2cos 2sin )
2 2

t t

t t t t t t t t t t
− −

= + + − + − − − = − ⇒  

( ) e (cos sin )th t t t−= −  
 
ΣΤΑΘΜΕΣ  (LEVELS) 
 
Πολλές φορές για να δείξουµε πόσο διαφέρουν µεταξύ τους δυο όµοια φυσικά µεγέθη 
χρησιµοποιούµε το λογάριθµο του λόγου τους (στάθµη).  
Την ενίσχυση ισχύος την ορίζουµε ως στάθµη µε τον εξής τρόπο, 
GB = lg G =log10 G     το αποτέλεσµα είναι σε bel  (B) . Προφανώς η ενίσχυση ισχύος 
είναι ο λόγος της ισχύος εξόδου προς την ισχύ εισόδου, 
G = Po / Pi 
Υπάρχει και στάθµη που βασίζεται στο φυσικό λογάριθµο, συγκεκριµένα, 
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GN = ln G = logeG         το αποτέλεσµα είναι σε neper  (Np). 
∆εν θα ασχοληθούµε µε τέτοιες στάθµες. 
Αντί για το bel  χρησιµοποιείται το υποπολλαπλάσιό του, το decibel (dB) , δηλαδή το 
1/10 του bel.  Η αρχική σχέση γίνεται, 
GdB = 10 lg G       ( σε dB). 
Αν G=1  τότε  GdB = 0   αν G = 100  τότε GdB = 20 dB    G = 2  GdB≈ 3 dB. 
Tο ολικό G ενισχυτών σε σειρά είναι προφανώς, 
 
G = G1 G2 G3 …  
 
Προφανές είναι ότι ισχύει για τις αντίστοιχες στάθµες, 
 
G = G1dB +G2dB +G3dB+ … 
 
Αν έχοµε ενισχυτή µε αντίσταση εισόδου Ri  και αντίσταση φόρτου  RL  τότε 
προφανώς η ενίσχυση ισχύος είναι 
 
G =  (υo

2 / RL)/(υi
2/Ri)  ή    G = (υo/υi)2  (Ri/RL) 

 
Αφού η ενίσχυση τάσης είναι Aυ = υo/υi   προκύπτει ότι   G = Aυ

2 (Ri /RL) . 
 
Αν Ri/ R L = 1 τότε  G = Aυ

2  . ΄Εχουµε, 
 
G dB = 10 lg G = 10 lg Aυ

2 = 10× 2 lg Aυ  
 
Aυτό οδηγεί στο να οριστεί η στάθµη για την ενίσχυση τάσης ως, 
 
ΑυdB = 20 lg Aυ 
 
Το ίδιο ισχύει προφανώς για ενίσχυση ρεύµατος. 
 
Αν Αυ = 10  τότε ΑυdΒ = 20 dB  αν   Aυ = 2  τότε ΑυdB ≈ 6 dB  αν Aυ = √2 / 2 ≈ 0,707  
τότε  AυdB  ≈ - 3 dB  
 
 
Στάθµες αναφοράς 
 
Αν πάροµε ως στάθµη αναφοράς για τάσεις το 1 V  τότε µπορούµε να πούµε ότι η 
τάση V  µπορεί να θεωρηθεί ως στάθµη σε σχέση µε το  1 V και να µετρηθεί ως εξής, 
 
20 lg (V / 1 V)  και µετριέται σε dBV   
για παράδειγµα,  για τα  5 V  έχουµε 
20 lg (5 V/ 1 V) ≈ 14 dBV    Αν η στάθµη αναφοράς ισχύος είναι το 1 mW  τότε η  
ισχύς των 5 mW οδηγεί σε  
10 lg ( 5 mW / 1 mW) ≈ 6,99 dBmW 
Για στάθµη αναφοράς  ισχύος  1 W  η ισχύς των 5 mW οδηγεί στο 
10 lg (5 10-3 W / 1 W) ≈-23 dBW  
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ΥΨΙΠΕΡΑΤΟ ΦΙΛΤΡΟ CR 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.32 

 
 

Έχοµε τους φάσορες υ̂=V , jˆ eR R
ϕυ=V , 1

j

R R
R

Cω

=
+

VV , 

Για τη συνάρτηση µεταφοράς (ή απολαβή, ή ενίσχυση, ή κέρδος) Τ=Τ(jω) ισχύει,  
1

1 j1
j

R RT
R

C CRω ω

= = =
+ −

V
V

 και  

 

                       

2 2 2

ˆ 1
ˆ 11

RT

C R

υ
υ

ω

= =
+

 

2 2 2

1

11
R

j
CRT

C R

ω

ω

+
= =

+

V
V

  εποµένως j

2 2 2

ˆ
e

11
R

C R

ϕυ

ω

=
+

V ,          

όπου 1 1tan   arctan
CR CR

ϕ ϕ
ω ω

= ⇒ = . 

Αν φ = 45ο  τότε tan φ = 1. 
 

b
b

1 11
CR CR

ω
ω

= ⇒ =  η ωb λέγεται κυκλική κρίσιµη συχνότητα ή κυκλική συχνότητα 

καµπής ή κυκλική συχνότητα γόνατος. 
 

Προφανώς   
b

1

1 j
T ω

ω

=
−

    και    
2b

1

1 ( )
Τ

ω
ω

=
+

 

΄Εχοµε  
2b

b

1 1 2 0,707
221 ( )

b
T

ω ω ω
ω

=
= = = ≈

+
. Όµως dB 20lgA T=  άρα  

dB b( ) 3 dBA ω ≈ − .  
Εύκολα βρίσκουµε ότι, 
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b

22b

b

ˆ 1
ˆ

1 ( )1 ( )

RT

ω
ωυ

υ ω ω
ωω

= = =
++

         και εποµένως   

dB 1
2

2

20lg

1 ( )

b

b

T

ω
ω

ω
ω

 
 
 

=  
  
 + 
   

. 

 
 
 
 

 
 Σχήµα 1.33 

 
 
 
 

b1tan
CR

ωϕ
ω ω

= =  ή  b

b

πarctan arctan
2

ω ωϕ
ω ω

= = − . Ισχύει 

b
dB b

b

lim 20lg 20lg 20lgA
ω ω

ω ω ω
ω

≈ = −
�

 

εποµένως η κλίση  dB dBd ∆ dB(= )=20
dlg ∆lg δεκαπλασιασµο συχνοτητας

A Α
ω ω

 

 
προφανώς το τελευταίο ισχύει διότι ∆lg 1ω =  σηµαίνει δεκαπλασιασµός συχνότητας. 
Εύκολα προκύπτει ότι η κλίση είναι (περίπου) 

                   dB6
οκταβα (διπλασιασµο συχνοτητας)

−  

 
Στην περίπτωση που η συνάρτηση µεταφοράς είναι της µορφής 

b
( j )

1 j

KT ω
ω

ω =
−

         όπου    Κ   πραγµατική σταθερά (ίση µε την απολαβή για ω=0),  

τότε µελετούµε τη συνάρτηση  Τ ΄= T
K

 . 

 
 
 

A
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ΒΑΘΥΠΕΡΑΤΟ  ΦΙΛΤΡΟ RC 
 
 

 
 Σχήµα 1.34 

 
Για τους φάσορες έχουµε 

υ̂=V , jˆ eC C
ϕυ=V , 1

1 j
j

C CR
C

ω
ω

=
+

VV  

Για τη συνάρτηση µεταφοράς (j )T T ω=  έχουµε 

2 2 2

1 1 j
1 j 1

C CRΤ
CR C R

ω
ω ω

−
= = =

+ +
V
V

 άρα  
2 2 2

ˆ 1
ˆ 1
CΤ

C R
υ
υ ω

= =
+

  άρα 

j

2 2 2

1ˆ ˆ
1

C e
C R

ϕυ υ
ω

=
+

. 

 
Ισχύει tan CRϕ ω= − , άρα  arctan( )CRϕ ω= − , οπότε όταν  φ = -45ο ισχύει b 1CRω = , 

   εποµένως             b
1

CR
ω =     (κρίσιµη κυκλική συχνότητα ή κυκλική συχνότητα 

καµπής ή γόνατος). 
 
Προφανώς, 

b

1

1 j
Τ = ω+

ω

   ,    
2

ˆ 1
ˆ

1 ( )

C

b

Τ υ
υ ω

ω

= =
+

 και 
b

tan ωϕ
ω

= −   οπότε   φ=arctan(- ω/ωb) 
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 Σχήµα 1.35 

 
 

dB 1
2

2

b

120lg( )

1 ( )

A
ω
ω

=
 
+ 

 

.  ΄Οταν  ω = ωb τότε  b
1( j ) 0,707
2

T ω = ≈ . Προφανώς  

αυτό σηµαίνει  µεταβολή κατά  -3dB, δηλαδή µείωση. 
 

Αν ω >> ωb, τότε b
dB 20lgA ω

ω
≈ .  Έχουµε ανάλογα µε τα προηγούµενα, κλίση   

-20 dB/δεκάδα   ή  (περίπου) -6 dB/οκτάβα. 

Στην περίπτωση που η συνάρτηση µεταφοράς είναι 

b

1 j

KT ω
ω

=
+

  όπου  Κ  

πραγµατική σταθερά, τότε εξετάζοµε τη συνάρτηση   .TT
K

′ =  
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2. ΤΕΛΕΣΤΙΚΟΙ ΕΝΙΣΧΥΤΕΣ  
(OPERATIONAL AMPLIFIERS) 
 
 
 

 
Σχήµα 2.1 

 
 

o d id cm icmA Aυ υ υ= +  

id 1 2υ υ υ= − , 1 2
icm 2

υ υυ +
= . 

d = (differential) διαφορικού τύπου. 
cm = (common mode) κοινού τύπου. 
 
 
 
 
 
 
 
Ο ιδανικός τελεστικός ενισχυτής έχει: 
 

• Άπειρη αντίσταση εισόδου, Ri. 
• Άπειρη ενίσχυση ( απολαβή, κέρδος) (ανοιχτού βρόχου), AOL  ή Α0, για 

διαφορικό σήµα εισόδου. 
• Ενίσχυση µηδέν για σήµα κοινού τύπου, cm. 
• Μηδέν αντίσταση εξόδου, Ro. 
• Άπειρο εύρος ζώνης συχνοτήτων. 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 υ 2υ

ο  υ
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Ισοδύναµο κύκλωµα για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή 
 
 
 

 
Σχήµα 2.2 

 
 

Ισοδύναµο κύκλωµα για µη ιδανικό τελεστικό ενισχυτή 
 

 

 
    Σχήµα 2.3 

 
 
ΚΑΝΟΝΕΣ ΓΙΑ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΤΕΛΕΣΤΙΚΟΥ ΕΝΙΣΧΥΤΗ  
                                            (ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΩΣ ΕΝΙΣΧΥΤΗ) 
 

• Για να ισχύει το ότι οι δύο είσοδοι είναι στην ίδια τάση (εικονικό 
βραχυκύκλωµα), πρέπει ο τελεστικός ενισχυτής να ΜΗΝ βρίσκεται σε κόρο. 
Όταν βρίσκεται σε κόρο η έξοδός του φτάνει περίπου στην τάση τροφοδοσίας 
του, θετική ή αρνητική. Στην κανονική λειτουργία ο τελεστικός ενισχυτής 
κάνει ό,τι χρειάζεται να γίνει, ώστ,ε η διαφορά δυναµικού στην είσοδό του να 
είναι πρακτικώς µηδέν. Τότε και τα ρεύµατα εισόδου είναι πρακτικώς µηδέν. 
Στον κόρο δεν ισχύουν αυτά. 

• Για «καλή» λειτουργία η ανασύζευξη πρέπει να είναι αρνητική. 
• Πρέπει να υπάρχει ανασύζευξη στο dc, µε κάποια αντίσταση µεγάλης τιµής, 

για να  αποφεύγεται η µετάβαση στον κόρο. 
• Η διαφορά δυναµικού µεταξύ των εισόδων πρέπει να µην υπερβαίνει κάποια 

τιµή, διαφορετικά ο ενισχυτής θα καταστραφεί διότι θα δηµιουργηθούν 
µεγάλα ρεύµατα στην είσοδό του. 

1    υ 2υ

id 1 2υ υ υ= −

OL idA υ
ο   υ

1    υ 2    υ

id   υ

OL idA υ
ο   υ
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Ο όρος τελεστικός ενισχυτής προέρχεται από το γεγονός ότι στην αρχή 
χρησιµοποιήθηκε για πράξεις σε αναλογικά κυκλώµατα. Σήµερα η χρήση του είναι 
πολύ πιο εκτεταµένη.  
 
Α. ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ ΜΕ ΤΕΛΕΣΤΙΚΟΥΣ (Κανονική λειτουργία). 
 
 Έστω ότι η ενίσχυση χωρίς αναστροφή ανοιχτού βρόχου, δηλαδή χωρίς ανασύζευξη 
(feedback), του τελεστικού ενισχυτή είναι: 

0

b

( )      
1 j

AA A ω ω
ω

= =
+

όπου τα 0 b(>0), ,A ω ω είναι πραγµατικά. 

Προφανώς ωb είναι η κυκλική συχνότητα 3 dB ή συχνότητα καµπής ή συχνότητα 
µισής ισχύος. A0  είναι η ενίσχυση για ω = 0 και για σχετικά χαµηλές συχνότητες.   Η 
εξάρτηση αυτή από τη συχνότητα για την ενίσχυση ανοιχτού βρόχου, είναι τύπου 
βαθυπερατού φίλτρου και αντιστοιχεί στο µοντέλο µοναδικού πόλου (single pole) ή 
κυρίαρχου πόλου (dominant pole). Συγκεκριµένα, οι λεγόµενοι εσωτερικά 
αντισταθµισµένοι  (internally compensated) τελεστικοί ενισχυτές, περιλαµβάνουν 
κυκλώµατα τα οποία  οδηγούν σε αυτή τη συµπεριφορά  (µια µόνο σταθερά χρόνου). 
Αυτό λέγεται αντιστάθµιση συχνότητας και έχει ως στόχο να εξασφαλιστεί  ότι τα 
κυκλώµατα που χρησιµοποιούν τον τελεστικό ενισχυτή είναι ευσταθή, δηλαδή χωρίς 
ταλαντώσεις ένεκα ανασύζευξης σε υψηλές συχνότητες. Στην παραγωγή 
ταλαντώσεων συµβάλλει το γεγονός ότι το 0A είναι πολύ µεγάλο, της τάξης  100 000 
και περισσότερο. 
 
 
Αναστρέφων τελεστικός ενισχυτής µε ανασύζευξη. 
        
Έστω ο αναστρέφων τελεστικός ενισχυτής µε ανασύζευξη του  Σχήµατος 2.4, 
 
 
 

 
Σχήµα 2.4 

 
 
 
 
 

iυ

υ−+

ο    υ

1    R

2   R

1i

2i
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α) Ιδανική περίπτωση, Α άπειρο. 

Αν ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός τότε A = ∞  και o 0
A
υυ−+ = − =  (αφού το oυ  

είναι πεπερασµένο). Αυτό λέγεται συνθήκη εικονικού βραχυκυκλώµατος ή εικονικής 
γείωσης. Επίσης το ρεύµα µέσα στην είσοδο του τελεστικού ενισχυτή, είναι µηδέν 
αφού η αντίσταση εισόδου του είναι άπειρη. 

Έχουµε εποµένως oi
1 2 1 2

1 2

, ,i i i i
R R

υυ
= = = −  άρα oi

1 2R R
υυ

= −   εποµένως η ενίσχυση fA , 

µε ανασύζευξη (ενίσχυση κλειστού βρόχου), είναι:  

                                             2
0 0

1

,     0o
f

i

RA A A
R

υ
υ

′ ′= = − = − >  

 
β) Μη ιδανική περίπτωση, Α πεπερασµένο. 

Αν το Α δεν είναι άπειρο τότε: 
o o

i i
i

1
1 1 1

( )
A Ai

R R R

υ υυ υυ υ−+
− − +−

= = =   και 

o
o 1 2 1 2i R i R

A
υυ υ−+= − = − −  άρα 

o
i

o
o 2

1

A R
A R

υυυυ
+

= − −  τελικώς 

                               o 2 1
f

2i

1

1 (1 )

R RA R A
R

υ
υ

= = −
+ +

 

 Όµως 0

b

( )
1 j

AA A ω ω
ω

= =
+

 άρα 

                             2 1
f

2 1

0 b

( ) (1 )1 (1 j )

R RA R R
A

ω ω
ω

= −
+

+ +
     ή    

                            2 1
f

2 2
0

1 1 b 0

( ) j1 (1 ) / (1 )( )

R RA R RA
R R A

ω ω
ω

= −
+ + + +

 

 Στην πράξη ισχύει    2
0

1

1 RA
R

>> + ,  εποµένως  

               02 1
f

2 2
b 0 b 0

1 1

( ) j j1 1
(1 ) (1 )

AR RA

R RA A
R R

ω ω ω

ω ω

′
= − = −

+ +
+ +

   προφανώς το  2
0

1

RA
R

′ =  

ισούται µε το αρνητικό της ενίσχυσης κλειστού βρόχου για ω=0. 
Αν το Α0  τείνει στο άπειρο καταλήγουµε στην προηγούµενη  ιδανική περίπτωση.  
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Έστω 0 b tAω ω= , το ωt  λέγεται γινόµενο ενίσχυσης-εύρους ζώνης (συχνοτήτων)  
(gain-bandwidth product) και είναι κατασκευαστικό στοιχείο του τελεστικού 

ενισχυτή. Μπορούµε να γράψοµε 0
f

2
t

1

( ) j1
(1 )

AA

R
R

ω ω

ω

′
= −

+
+

 

 Αν θέσουµε t
b

2

1

1 R
R

ωω′ =
+

  βρίσκουµε τη σχέση  0
f

b

( )
1 j

AA ω ω
ω

′
= −

+
′

 

Αυτή η µορφή είναι ίδια µε αυτήν του ανοιχτού βρόχου (βαθυπερατό φίλτρο) αλλά µε 
συχνότητα καµπής την bω′ . 
Προφανώς ισχύει 
                                     t b 0(1+ )Aω ω′ ′=  
 
Μη αναστρέφων τελεστικός ενισχυτής µε ανασύζευξη. 
Έχοµε το κύκλωµα του Σχήµατος  2.5. 
 
 
 
 
 

-

+

+
-

R2

R1

2i

1i

υi

+

-
oυ

υ+-

 
                                                 
                                                              Σχήµα 2.5        
 
 
α) Ιδανική περίπτωση, Α άπειρο. 
 
Η ενίσχυση ανοιχτού βρόχου είναι άπειρη, η εσωτερική αντίσταση είναι επίσης 
άπειρη και έχοµε εικονικό βραχυκύκλωµα στην είσοδο. Έχουµε εποµένως, ανάλογα 

µε τα προηγούµενα,  oυυ
Α+− = =0,  i1=i2,,  i1= i

1R
υ

− , i2= i ο

2R
υ υ−   άρα  i οi

1 2R R
υ υυ −

− =  

Εποµένως η σχέση για την  ενίσχυση κλειστού βρόχου είναι 
 

υ+−

i  υ

ο   υ
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                                               ο 2
f 0

1

1
i

RA A
R

υ
υ

′= = + =  

 
 
 
 
 
 
β) Μη ιδανική περίπτωση, Α πεπερασµένο. 
 
Εφόσον το A είναι πεπερασµένο έχουµε 
 

ο ii
1 2

1 2

( ) , i i
R R

υ υ υυ υ +−+− − −−
= − = −   άρα  αφού i1=i2  θα έχουµε 

 

ο ii

1 2

( )
R R

υ υ υυ υ +−+− − −−
=    εποµένως        

ο ο
i ο i

1 2

( )

R R

υ υυ υ υ
Α Α

− − −
=     

 
Από την τελευταία σχέση προκύπτει για την  ενίσχυση η σχέση 

2

ο 01
f

2 2i

1 1

1

1 (1+ )/ 1 (1+ )/

R
AR

R RA A
R R

Α
+

′υ
= = =
υ + +

  . 

Παρατηρούµε ότι αν το Α είναι άπειρο τότε καταλήγουµε στη σχέση για την ιδανική 
περίπτωση. 
Όπως πριν, αντικαθιστούµε το Α µε το Α(ω)  και λαβαίνουµε υπόψη ότι  
Α0>> 1 + R2/R1 οπότε καταλήγουµε στη σχέση 
 

                              0 0
f

t 2 1 b

j1 1 j
(1+ )

A AA

/ R / R
ω ω

ω ω

′ ′
= =

+ +
′

   (βαθυπερατό φίλτρο). 

Προφανώς το '
0A  ισούται µε την ενίσχυση κλειστού βρόχου για 0ω = . 

Παρατηρούµε ότι  b t 2 1(1+ ) / R / Rω ω′ = όπως και στον αναστρέφοντα ενισχυτή. 

Ειδικά για τον µη αναστρέφοντα ενισχυτή  έχουµε t
b t 2 1

0

(1+ )/ R / R
A
ωω ω′ = =
′

. 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του µη αναστρέφοντα ενισχυτή έχουµε  
 

t 0 b 0 bA Aω ω ω′ ′= = = σταθερό ανεξάρτητο από την ανασύζευξη. 
 
Τέτοια σχέση ισχύει και για τον αναστρέφοντα ενισχυτή µόνον αν 
                                   0A′ =R2/ R1 >> 1.  
Για τον  αναστρέφοντα, όπως προαναφέραµε,  ισχύει γενικώς  b 0 t b 0(1+ )=A ω Aω ω′ ′ = . 
Για τον µη αναστρέφοντα και τον αναστρέφοντα ενισχυτή, όταν bω ω′>>  ισχύει 

0 b
f j

AA ω
ω
′ ′

≈ −  οπότε προφανώς για τον µη αντιστρέφοντα, όταν f 1A = ,  έχοµε  ότι 

tω ω= . Για τον αναστρέφοντα αυτό ισχύει µόνον κατά προσέγγιση  όταν  
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0A′ =R2/ R1 >> 1.    Γιαυτό η ωt  λέγεται εύρος ζώνης συχνοτήτων µοναδιαίας 

ενίσχυσης, (unity-gain bandwidth). Υποτίθεται ότι ο ενισχυτής ενισχύει συχνότητες 
που φτάνουν πολύ κοντά στο µηδέν και αυτός είναι ο λόγος που το εύρος συµπίπτει 
µε την tω , δηλαδή δεν υπάρχει, πρακτικώς, κατώτερο όριο συχνοτήτων. 

Προφανώς για bω ω′>>  έχουµε  0 b
f    AA ω

ω
′ ′

≈   άρα     

                     f dB f 0 b20 lg 20 lg 20lg( / 2π)A A f Aω′ ′= ≈ − +       ( b b2 fω π= ). 
΄Εχουµε εποµένως, 

κλίση = fdB fdBd dB( ) 20
d lg lg

A A
f f δεκαπλασιασµο συχνοτητας

∆
= = −
∆

  προφανώς το 

τελευταίο ισχύει διότι το lg 1f∆ =  αντιστοιχεί σε 10-πλασιασµό συχνότητας. Η 
κλίση είναι ίδια στην περίπτωση του αναστρέφοντα και του µη αναστρέφοντα 
ενισχυτή. Στην περίπτωση  όµως του µη αναστρέφοντα (όπως και στην περίπτωση 
του αναστρέφοντα µε µεγάλη ενίσχυση), ο όρος 0 b20 lg( / 2π)Aω′ ′ γίνεται 

t20 lg( / 2π)ω , δηλαδή είναι σταθερός ανεξάρτητος της ενίσχυσης. Εποµένως η σχέση 
ενίσχυσης σε dB ως προς το λογάριθµο της συχνότητας είναι ίδια για µεγάλες 
συχνότητες ανεξάρτητα από την ενίσχυση του µη αναστρέφοντα ενισχυτή. Για αυτή 
την περίπτωση έχουµε το Σχήµα 2.6, µε λογαριθµικές κλίµακες. 
 
 

   
Σχήµα 2.6 

 
(Καλύτερα να αναφερόµαστε σε λογαριθµικές κλίµακες αξόνων αντί να παίρνουµε 
λογαρίθµους µεγεθών µε διαστάσεις συχνότητας!!) 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η κλίση είναι  (περίπου)  

                           dB6
( )οκταβα διπλασιασµο συχνοτητας

− . 
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Ακολουθητής (ακόλουθος) τάσης. 
 
 

 
Σχήµα 2.7 

 
Αφού 0υ−+ = , έχουµε  i oυ υ= , δηλαδή η έξοδος ακολουθεί την είσοδο, από όπου 
προκύπτει και το όνοµα του κυκλώµατος. Προφανώς η αντίσταση εισόδου είναι 
πρακτικώς άπειρη (πολύ µεγάλη), ενώ η αντίσταση εξόδου είναι πολύ µικρή. 
 
 
∆ιαφοριστής 
 
 

 

 
 

Στον κόµβο εισόδου (-) έχουµε i Ri i= − . Επίσης d
d

C

C

qC
υ

=   ή  d dC Cq C υ=  ή 

i
d d
d d

C Cqi C
t t

υ
= = . 

Ο κανόνας του Kirchhoff  των τάσεων δίνει -υi + υc = 0  άρα  υi = υc εποµένως 
i

i
d
d

i C
t
υ

=    και  o i
o i

d
dRi R i R C

R t
υ υυ = = − ⇒ − =  ή  

                                         i
o

d
d

RC
t
υυ = −   

Συνεπώς το παραπάνω κύκλωµα πράγµατι κάνει διαφόριση. 
 
 
 
 

Σχήµα 2.8 

0υ−+ =

i   υ
ου

iυ
Cυ

o  υ
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Ολοκληρωτής 
 
 

 
Σχήµα 2.9 

 

Έχουµε i
ii R

υ
= , αν υποθέσουµε ότι για t=0 έχουµε   υc=0, τότε i0

1( ) ( )
t

C t i d
C

υ λ λ= ∫ . 

Όµως o ( ) ( )Ct tυ υ= −  (αφού o 0Cυ υ+ = ).  

 Άρα  o i0

1( ) ( )
t

t d
RC

υ υ λ λ= − ∫ .  

 ∆ηλαδή πράγµατι το παραπάνω κύκλωµα κάνει ολοκλήρωση της i ( )tυ . 
 
 
 
Β. ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 
 
Απλός ανορθωτής µε δίοδο. 
 

Σχήµα 2.10 
 
 
Για το κύκλωµα του Σχήµατος 2.10, να βρεθούν το ρεύµα ιD και οι τάσεις υR και υD 
αν είναι δεδοµένα τα υi, η δίοδος και το R. Υποτίθεται ότι ξέρουµε τη 
χαρακτηριστική της  διόδου D, δηλαδή τη σχέση D D( )i i υ= , Σχήµα 2.11. 
 
 
 

iυ

Cυ

oυ

i    υ

D  υ

Rυ
D  
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Σχήµα 2.11 

 
Ουσιαστικά έχουµε να λύσουµε το σύστηµα εξισώσεων, 

D

i D

( )
, ( )R

i i
iR

iR
υ

υ
υ υ

= 
== + 

. Προφανώς υi = υD +υR. 

Για δεδοµένο υi η δεύτερη εξίσωση παριστάνει ευθεία µε µεταβλητές τα i, υD.  

                                             i
D

1i
R R

υυ= − +   

Η γραφική παράσταση αυτής της σχέσης (ευθείας) φαίνεται στο Σχήµα 2.11. Είναι 
προφανές ότι η λύση που αντιστοιχεί βρίσκεται γραφικά από το σηµείο τοµής της 
χαρακτηριστικής της διόδου και της ευθείας που λέγεται ευθεία φόρτου. Είναι 
προφανές ότι τα υD, ιD ικανοποιούν τις δύο σχέσεις του συστήµατος, δηλαδή τη 
σχέση της χαρακτηριστικής της διόδου και τη σχέση της ευθείας φόρτου. Ισχύει  
υi = υD + υR.  
Αν υποθέσουµε για απλότητα ότι η χαρακτηριστική της διόδου είναι όπως στο  
Σχήµα 2.12 και η είσοδος είναι αρµονική µε το χρόνο τότε έχουµε διάφορες ευθείες 
φόρτου όπως φαίνονται στο ίδιο σχήµα. 
 

 
Σχήµα 2.12 

 
Είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι αν i ˆ cos( )tυ υ ω=  τότε η έξοδος θα είναι 

γˆ cos( )R t Vυ υ ω= −  για χρόνους τέτοιους που γˆ cos( ) 0t Vυ ω − ≥ . Επίσης υR = 0 για t 
τέτοιο που γˆ cos( ) 0t Vυ ω − < , Σχήµα 2.13.  
 

iυ
R

( )i i υ=

D D( , )i υ

Dυ Rυ iυ υ

iυ
R

i   υ   υ
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Σχήµα 2.13 

 
 
 
Παρατηρούµε ότι η ηµιανόρθωση δεν είναι ιδανική αφού αν το αρµονικό σήµα έχει 
πλάτος µικρότερο από γ 0,7 VV = , τότε η έξοδος, υR, είναι συνεχώς µηδέν. 
 
 
 
 
 
Ανορθωτής µε τελεστικό ενισχυτή. 
 

Η διάταξη φαίνεται στο Σχήµα 2.14. 
 
 

 

 
Σχήµα 2.14 

 
 
 
 
Οι τάσεις φαίνονται στο Σχήµα 2.15. 
 
 
 

i   υ
ˆ   υ

  Rυ
γυ̂ V−

1T
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Σχήµα 2.15 
 
Αν υi > 0 τότε υΑ > υi > 0 επειδή το σήµα υi είναι στη µη αναστρέφουσα είσοδο (+) 
και η δίοδος άγει άρα ένεκα αρνητικής ανασύζευξης η τάση στην είσοδο ( )−  θα 
είναι, πράγµατι, σχεδόν (διαφορά mV) ίση µε αυτή του ακροδέκτη (+). Έχουµε 
εποµένως ότι  
                               όταν   υi > 0 ,          υο = υi 
                                                      
Αν υi < 0 η έξοδος υA θα είναι αρνητική και θα ισχύει: υA<υi άρα η δίοδος θα είναι 
ανάστροφα πολωµένη, δεν θα άγει και το ρεύµα δια της R  θα είναι µηδέν, άρα  
υο = iR = 0. 
Εποµένως,               
                              όταν  υi < 0 ,            υo = 0 
Παρατηρούµε ότι µε αυτό το κύκλωµα πράγµατι επιτυγχάνεται ιδανική 
(ηµι)ανόρθωση.  
 
 
 
 
Θετική ανασύζευξη-ταλαντώσεις. 
 
 

 
Σχήµα 2.16 

 
Υπάρχουν διάφοροι τρόποι σχεδιασµού κυκλωµάτων ταλαντωτών. Εδώ θα 
θεωρήσουµε την περίπτωση που χρησιµοποιείται κύκλωµα ανασύζευξης που επιλέγει 
(σχεδόν) µία µοναδική συχνότητα, επιστρέφει µέρος του σήµατος εξόδου στην είσοδο 
και αυτό οδηγεί στο κύκλωµα του γραµµικού ταλαντωτή που παράγει περίπου 
αρµονική έξοδο. 
 

iυ

ου
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Κριτήριο του Barkhausen. 
 
Στο Σχήµα 2.16 θεωρούµε ότι υπάρχει κάποιο σήµα Xi n  στην είσοδο. (Θεωρούµε 
µιγαδικά µεγέθη, φάσορες). Η έξοδος είναι Xout. Τα Α και β εξαρτώνται γενικώς από 
τη συχνότητα, f. 
 
Ισχύει προφανώς: 

out in out( )[ ( ) ]X A f X f Xβ= +  άρα out in
( )

1 ( ) ( )
A fX X

A f fβ
=

−
. Αν δεν υπάρχει σήµα 

στην είσοδο, δηλαδή Xin = 0, και θέλουµε να υπάρχει out 0X ≠  τότε αναγκαία 
συνθήκη είναι να ισχύει 1 - Α(f) β(f) = 0. Άρα για αυθόρµητες ταλαντώσεις πρέπει  
A(f) β(f) = 1. 
 
Αυτό λέγεται κριτήριο Barkhausen. Το γινόµενο A(f) β(f) λέγεται ενίσχυση βρόχου 
διότι ο ενισχυτής και η διαδροµή της ανασύζευξης σχηµατίζουν βρόχο. Ουσιαστικά 
αυτό το κριτήριο λέει ότι, η γωνία (φάση) της ενίσχυσης βρόχου  είναι µηδέν,  
δηλαδή φάση [A(f) β(f)] = 0  και επίσης το µέτρο της ενίσχυσης βρόχου είναι ίσο µε 
τη µονάδα ( ) ( ) 1A f fβ = . 
Οι ταλαντωτές αυτού του τύπου σχεδιάζονται έτσι ώστε να έχουν µέτρο ενίσχυσης 
βρόχου λίγο µεγαλύτερο της µονάδας και αυτό, ενώ δεν φαίνεται από το κριτήριο του 
Barkhausen,  µπορεί να αποδειχτεί ότι οδηγεί σε ταλαντώσεις µε αυξανόµενο µε το 
χρόνο πλάτος. Η αύξηση όµως δεν γίνεται επ’ άπειρον διότι το σύστηµα φτάνει στα 
µη γραµµικά µέρη του ενισχυτή όπου αλλάζουν οι παράµετροί του έτσι που οι 
ταλαντώσεις γίνονται σταθερού πλάτους µε µηδαµινή παραµόρφωση. Αν ήταν 
ακριβώς 1 τότε µικρή µείωση της ενίσχυσης θα οδηγούσε σε απόσβεση της 
ταλάντωσης. Το ότι ξεκινά ο ταλαντωτής χωρίς φαινοµενικά αρχικό σήµα στην 
είσοδο, οφείλεται στο γεγονός ότι πάντα υπάρχει θόρυβος στην είσοδο που αρκεί για 
να ξεκινήσει το σύστηµα. Ας σηµειωθεί ότι «ο θόρυβος» επιδρά σε όλα τα 
συστήµατα που βρίσκονται σε ασταθή ισορροπία και τα κάνει να φύγουν από αυτή τη 
κατάσταση, π.χ. αντεστραµµένο εκκρεµές κ.τ.λ. 
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Ταλαντωτής γέφυρας – του Wien. 
 
 

 
Σχήµα 2.17 

 
Η ενίσχυση τάσης του τελεστικού ενισχυτή µε τους αντιστάτες R1, R2 είναι 

2

1

1 RA
Rυ = + . Ας υπολογίσουµε το β(f). 

β

2α

1
j( ) ( )1 13 j( )

1 j
1j

j

RV RCf f
V R R R C

C CR
C R

C

ωβ β
ω

ω ω
ω

ω

= = ⇒ =
+ −

+ +
+

. 

Το κριτήριο barkhausen δίνει Αυβ = 1 
2

113 j( )

A R

R R C
C

υ

ω
ω

⇒ =
+ −

 ή  

2 1(3 ) j( ) 0   R A R C
Cυ ω

ω
− + − = άρα 

                                              2

    (3 ) 0
1 0

R

R C
C

υ

ω
ω

−Α =

− =
 

Εποµένως η ενίσχυση που χρειάζεται είναι: Aυmin = 3 (όπως αποδεικνύεται αυτή είναι 

η ελάχιστη) και η συχνότητα ταλάντωσης είναι ( ω = 2πf ): 1
2π

f
RC

= . Από τη σχέση 

2
min

1

3 1 3RA A
Rυ υ υ≥ Α = ⇒ = + ≥  ή  

                                                       2 12R R≥ . 

2  R
1  R

βV αV
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Αν το R2 είναι αρκετά µεγαλύτερο του 2R1 έχουµε µεγάλη παραµόρφωση, δηλαδή 
µεγάλο ψαλιδισµό της εξόδου, δηλαδή των ταλαντώσεων. ∆ιαλέγουµε το R2 λίγο 
µεγαλύτερο του 2R1 αυτό οδηγεί σε Aυβ  λίγο µεγαλύτερο της µονάδας οπότε και 
ταλαντώσεις παράγονται και δεν έχουν ουσιαστική παραµόρφωση. 
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3. ΨΗΦΙΑΚΑ   ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ                                                                                                  
 
ΓΕΝΙΚΑ 
 
Ψηφιακή λογική – Λογικές πύλες 
 
Στον Πίνακα 3.1 έχουµε τις αντιστοιχίες µεταξύ µαθηµατικής δυαδικής 
αναπαράστασης – λογικής αναπαράστασης – ηλεκτρικής αναπαράστασης και 
αναπαράστασης µε διακόπτες. 
 

Πίνακας 3.1 
(Θετική λογική) 

 
∆υαδική 0 1 
Λογική FALSE (ΨΕΥ∆ΕΣ) TRUE (ΑΛΗΘΕΣ) 
Ηλεκτρική τάση LOW HIGH 
∆ιακόπτης OFF (ΕΚΤΟΣ) ON (ΕΝΤΟΣ) 
 
 
 
 
                                                      Πίνακας 3.2 

                                 (Στάθµες τάσεων διαφόρων προτύπων) 

 

Ηλεκτρική τάση LOW HIGH 
Πρότυπο TTL 0 ... 0,8 V 2 … 5 V 
Πρότυπο CMOS 0 … 0,3 ×VCC 0,6 × VCC … VCC 
Πρότυπο RS232 (Σειριακή θύρα) +12 V -12 V 
VCC είναι η τάση τροφοδοσίας του ολοκληρωµένου 
 
 
Όταν το HIGH σηµαίνει TRUE όπως στον Πίνακα 3.1, τότε λέµε ότι έχουµε θετική 
λογική, όταν το HIGH σηµαίνει FALSE έχουµε αρνητική λογική. Θα περιοριστούµε 
στη θετική λογική. 
Στην Αµερικάνικη βιβλιογραφία τα σύµβολα H και L σηµαίνουν HIGH και LOW 
αντιστοίχως. Μερικές φορές, στην ευρωπαϊκή βιβλιογραφία  L σηµαίνει HIGH  
και 0 LOW. 
Στα ψηφιακά κυκλώµατα σε αντίθεση µε τα αναλογικά τα σήµατα εισόδου και 
εξόδου δεν µεταβάλλονται κατά συνεχή τρόπο αλλά µπορεί να βρίσκονται µόνο σε 
µία από δύο καταστάσεις. 
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AΛΓΕΒΡΑ  ΤΟΥ  BOOLE 
 
α) Βασικοί ορισµοί (έννοιες). 
 
1. Κλειστότητα (Closure). 
Ένα σύνολο, S, είναι κλειστό ως προς έναν δυαδικό τελεστή (δηλαδή τελεστή που 
δρα µεταξύ δύο στοιχείων του συνόλου), αν σε κάθε ζευγάρι στοιχείων του S 
ο τελεστής αντιστοιχίζει ένα µοναδικό στοιχείo που ανήκει στο S. 
 
2. Προσεταιριστικός νόµος (Associative law). 
Ο δυαδικός τελεστής, γενικώς σύµβολο *, (εδώ θα έχουµε τα ειδικά σύµβολα ⋅ και +) 
είναι προσεταιριστικός αν ( * )* *( * ), , ,x y z x y z x y z S= ∀ ∈  
 
3. Αντιµεταθετικός νόµος (Commutative law). 
Ο δυαδικός τελεστής * είναι αντιµεταθετικός αν * * ,x y y x x y S= ∀ ∈  
 
4. Ουδέτερο στοιχείο (ή Στοιχείο ταυτότητας) (Identity Element). 
Ουδέτερο είναι το στοιχείο, e, του S για το οποίο ισχύει: * *e x x e x x S= = ∀ ∈     
 
5. Αντίστροφο στοιχείο (Inverse). 
Το y S∈ είναι αντίστροφο του x S∈  αν *x y e=  (Προφανώς αντίστροφο του y είναι 
το x). 
 
6. Επιµεριστικός νόµος (Distributive law) 
Αν * και ⊗  δύο δυαδικοί τελεστές στο σύνολο S, ο τελεστής * λέγεται επιµεριστικός 
ως προς το τελεστή ⊗  αν *( ) ( * ) ( * )x y z x y x z⊗ = ⊗  
 
ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ  ΤΟΥ BOOLE ή ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΤΟΥ 
HUNTINGTON 
 
Ορισµός: Η άλγεβρα του Boole είναι ένα σύστηµα Σ = (B, +, ⋅ , -, 0, 1),  όπου B είναι 
ένα σύνολο βασικών (τουλάχιστο δύο) στοιχείων (a, b, c, x, y, z, … ) τα 0 και 1 είναι 
οι τιµές του καθενός στοιχείου του B (µεταβλητές του Βoole). Τα σύµβολα + 
(πρόσθεση, OR, ή), ⋅ (επί, AND, και),  (συµπλήρωµα, αντιστροφή, άρνηση), 
αντιπροσωπεύουν βασικές λειτουργίες ενός συνόλου αξιωµάτων που καθορίζουν τις 
σχέσεις µεταξύ των βασικών στοιχείων. Το σύµβολο = χρησιµοποιείται για να δείξει 
ισότητα. Με τον κατάλληλο συνδυασµό των βασικών στοιχείων και σύµφωνα µε τα 
αξιώµατα της άλγεβρας του Βoole, φτιάχνονται νέα µέλη του συνόλου και αυτή η 
αντιστοίχιση  λέγεται συνάρτηση του Βoole ή λογική συνάρτηση. 
 
ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΤΟΥ BOOLE 
 
Η άλγεβρα του Βoole: 
 
1. (α) Είναι κλειστή ως προς τον τελεστή + 
    (β) Είναι κλειστή ως προς τον τελεστή ⋅ 
 
2. (α) Έχει ένα ουδέτερο στοιχείο ως προς τον +, το 0. 

0 0x x x x S+ = + = ∀ ∈  
    (β) Έχει ένα ουδέτερο στοιχείο ως προς τον τελεστή ⋅ , το 1. 

1⋅x = x⋅1 = x x S∀ ∈  
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3. (α) Είναι αντιµεταθετική ως προς +,  x + y = y + x 
    (β) Είναι αντιµεταθετική ως προς ⋅ ,  x ⋅ y = y ⋅ x 
 
4. (α) Ο τελεστής ⋅ είναι επιµεριστικός ως προς τον +,  x⋅( y+ z) = (x⋅ y) + (x⋅ z) 
    (β) Ο τελεστής + είναι επιµεριστικός ως προς τον ⋅ ,  ( ) ( ) ( )x y z x y x z+ ⋅ = + ⋅ +  
5. Για κάθε στοιχείο x  της άλγεβρας του Βoole ( x B∈ ), ∃  ένα  x  (ή x′ ) B∈  (το 
συµπλήρωµα, το αντίστροφο, του x , complement) έτσι ώστε 
(α) 1x x+ =  
(β) 0x x⋅ =  
 
6. Υπάρχουν τουλάχιστον δύο στοιχεία ,x y B∈ που x y≠ . 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΟΥ BOOLE 
(πολλές φορές το ⋅ παραλείπεται) 

 
 
  1) x x x+ =  
Απόδειξη ( ) 1x x x x+ = + ⋅  , Αξ. 2β 
 ( ) ( )x x x x= + ⋅ +  , Αξ. 5α 
 ( )x xx= +  , Αξ. 4β 
 0x= +  , Αξ. 5β 
 x=  , Αξ. 2α 
 
  2) x x x=  
Απόδειξη ( ) 0xx xx= +  , Αξ. 2α 
 ( ) ( )x x x x= +  , Αξ. 5β 
 ( )x x x= +  , Αξ. 4α 
 1x= ⋅  , Αξ. 5α 
 x=  , Αξ. 2β 
 
  3) 1 1x + =  
Απόδειξη 1 ( 1) 1x x+ = + ⋅  , Αξ. 2β 
 ( 1) ( )x x x= + ⋅ +  , Αξ. 5α 
 (1 )x x= + ⋅  , Αξ. 4β 
 x x= +  , Αξ. 2β 
 1=  , Αξ. 5α 
 
  4) 0 0x ⋅ =  
Απόδειξη 0 ( 0) 0x x⋅ = ⋅ +  , Αξ. 2α 
 ( 0) ( )x x x= ⋅ +  , Αξ. 5β 
 (0 )x x= +  , Αξ. 4α 
 ( )x x=  , Αξ. 2α 
 0=  , Αξ. 5β 
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 5) x x y x+ =  
Απόδειξη 1x x y x x y+ = ⋅ +  , Αξ. 2β 
 (1 )x y= +  , Αξ. 4α 
 ( 1)x y= +  , Αξ. 3α 
 1x= ⋅  , Αξ. 3 
 x=  , Αξ. 2β 
  6) ( )x x y x+ =  
Απόδειξη ( )  x x y x x x y+ = +  , Αξ. 4α 
 x x y= +  , Θεώρ. 2 
 x=  , Θεώρ. 5 
  7) Το x  είναι µοναδικό. 
Απόδειξη: Έστω ότι υπάρχουν δύο συµπληρώµατα του x  τα 1x  και 2x . Τότε: 

1 2

1 2

1, 1 , .5
7.1

 0,  0 , .5
x x x x
x x x x

ξ α
και ξ β

+ = + = Α
 = = Α

 

Από Αξίωµα 2β έχουµε: 
 2 2 1x x= ⋅  
 2 1( )x x x= +  , Σχέσεις 7.1 
 2 2 1x x x x= +  , Αξ. 4α 
 2 1 2x x x x= +  , Αξ. 3β 
 1 20 x x= +  , Σχέσεις 7.1 
 1 1 2x x x x= +  , Σχέσεις 7.1, Αξ. 3β 
 1 2( )x x x= +  , Αξ. 4α 
 1 1x= i  , Σχέσεις 7.1 
 1x=  , Αξ. 2β 
‘Αρα υπάρχει ένα µοναδικό x .  
 
  8) x x=  
Απόδειξη 
Το x  είναι το συµπλήρωµα του x , άρα 1, 0x x x x+ = = , από το Αξ. 5. 

Το x  είναι το συµπλήρωµα του x  και από το θεώρηµα 7 το x  είναι µοναδικό 
συµπλήρωµα του x , άρα x x=  
 
  9) Θεώρηµα του De Morgan I:   x y x y+ =  
Απόδειξη 
( ) (( ) )(( ) )x y x y x y x x y y+ + = + + + +  , Αξ. 4β 
 (( ) )( ( ))y x x x y y= + + + +  , Αξ. 3α, προσεταιρ. ιδιότητα 
  ( ( ))( 1)y x x x= + + +  , Αξ. 5α, προσεταιρ. ιδιότητα  
 ( 1) 1y= + ⋅  , Αξ. 5α, Θεώρ. 3 
 1=  , Αξ. 2β, Θεώρ. 3 
Επίσης:  ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x y+ = +  , Αξ. 4α 
 ( ) ( )x x y y y x= +  , Αξ. 3β, προσεταιρ. ιδιότητα 
 0 ( )y y x= +  , Αξ. 5β, προσεταιρ. ιδιότητα 
 0=  , Αξ. 5β 
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Άρα: 
( ) 1x y x y+ + =  και ( ) ( ) 0x y x y+ =  
Άρα τα ( )x y+  και ( )x y είναι το συµπλήρωµα το ένα του άλλου. 
Από το θεώρηµα 7 προκύπτει ότι το συµπλήρωµα είναι µοναδικό. Προφανώς ισχύει: 

x y x y+ =  
 
10) Θεώρηµα του De Morgan II:   x y x y= +  
Απόδειξη 
 ( )x y x y+ + =  
 (( ) )(( ) )x y x x y y= + + + +  , Αξ. 4β 
 (( ) )( ( ))y x x x y y= + + + +  , Αξ. 3α, προσεταιρ. ιδιότητα 
  ( ( ))( 1)y x x x= + + +  , Αξ. 5α, προσεταιρ. ιδιότητα  
 ( 1) 1y= + ⋅  , Αξ. 5α, Θεώρ. 3 
 1=  , Αξ. 2β, Θεώρ. 3 
 
Επίσης:  ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x y+ = +  , Αξ. 4α 
 ( ) ( )x x y y y x= +  , Αξ. 3β, προσεταιρ. ιδιότητα 
 0 ( )y y x= +  , Αξ. 5β, προσεταιρ. ιδιότητα 
 0=  , Αξ. 5β 
 
Άρα τα x y+  και x y  είναι το συµπλήρωµα το ένα του άλλου. 
Από το Θεώρηµα 7 προκύπτει ότι το συµπλήρωµα είναι µοναδικό. Προφανώς  ισχύει: 

x y x y+ =  
11) x x y x y+ = +  
Απόδειξη 
Ισχύει 
 ( )( )x x y x x x y+ = + +  , Αξ. 4β 
 x y= +  , Αξ. 5α 
 
12) ( )x x y x y+ =  
Απόδειξη: 
  ( )x x y xx xy+ = +  , Αξ. 4α 
 0 xy= +  , Αξ. 5β 
 xy=  , Αξ. 2α 
 
 
 
13) ( )( )xz xy x y x z+ = + +  
 
14) xz yz xz y z+ = +  
 
15) ( )( ) ( )( )x z y z x z y z+ + = + +  
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Παρατηρούµε ∆υϊσµό (duality) στις σχέσεις που χαρακτηρίζονται (α) και (β). Η 
άλγεβρα του Βoole είναι δίτιµη, δηλαδή τα στοιχεία του συνόλου Β παίρνουν τιµές  
0 και 1. 
Αν θέλουµε τη δυϊκή µίας παράστασης εναλλάσσουµε τα + και ⋅ και τα 0 και 1 ( x  
και x ). 
 
 

ΠΡΟΤΕΡΑΙΟΤΗΤΑ (PRECEDENCE) 
Προτεραιότητα των «πράξεων» στις εκφράσεις του Βoole, 

(1) Παρενθέσεις ( ), 
(2) Συµπλήρωµα (αντιστροφή, άρνηση),   ,  
(3) Πολλαπλασιασµός ,  ⋅  , 
(4) Πρόσθεση   +  . 

 
ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗ ΚΑΙ ΣΕΙΡΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 
1) Στην περίπτωση της καθαρά συνδυαστικής λογικής, το σύστηµα δεν έχει µνήµη 

και οι έξοδοι κάποια χρονική στιγµή καθορίζονται πλήρως από τις εισόδους την 
ίδια στιγµή (βλέπετε τις διάφορες λογικές πύλες). 

2) Στην περίπτωση της σειριακής λογικής, το σύστηµα έχει µνήµη. Το σύστηµα 
µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από ένα µέρος καθαρά συνδυαστικό και από 
ένα άλλο που είναι η µνήµη. Έτσι οι έξοδοι θα εξαρτώνται από τις εισόδους και 
από το τι έχει γίνει προηγουµένως που έχει µείνει στη µνήµη. Για παράδειγµα, 
στη περίπτωση του υπολογιστή τσέπης, όταν πατήσουµε το πλήκτρο = (ίσον) 
(αυτό είναι η είσοδος) τότε στην έξοδο θα εµφανιστεί κάτι που εξαρτάται από τι 
υπάρχει στη µνήµη που είναι ουσιαστικά αποθήκευση του τι πλήκτρα πατήθηκαν 
πριν το ίσον. Αν για παράδειγµα πατήθηκαν τα πλήκτρα 3, + , 5 , τότε αυτές οι 
πληροφορίες µπήκαν στη µνήµη και το πάτηµα του = έδωσε το αποτέλεσµα 8 
(πρόσθεση). Αν είχαν πατηθεί τα 5, -, 7 µε την ίδια είσοδο (δηλαδή το =) το 
αποτέλεσµα θα ήταν διαφορετικό, θα ήταν –2 

 
 
 
 
 
 

ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 
Λογικά κυκλώµατα. 

 
Υπάρχουν µικροδιαφορές στους συµβολισµούς. Θα χρησιµοποιήσουµε το 
συµβολισµό ASA (American Standards Association, Ένωση Αµερικανικών 
Προτύπων). 
Τα βασικά στοιχεία λογικών κυκλωµάτων είναι οι πύλες (gate). Οι πίνακες αληθείας 
(ή λογικοί πίνακες) καθορίζουν πλήρως τη λειτουργία της πύλης. 
Αυτό σηµαίνει ότι δίνεται η έξοδος για κάθε συνδυασµό εισόδων της πύλης, µε 
TRUE = 1 και  FALSE = 0. 
 
ΠΥΛΗ AND   (ΚΑΙ) 
 
Γενικώς για πολλές εισόδους ισχύει:  ...C A B D=   Η έξοδος της πύλης AND είναι 1 
όταν και µόνον όταν όλες οι είσοδοι είναι 1, αλλοιώς είναι µηδέν. Για δύο εισόδους 
έχουµε, 
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AND 

 

C A B= ⋅  

 
 
 

A B C A B=  
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

 
 
 
 
ΠΥΛΗ OR (περιεκτικό ή, inclusive OR) 
 
Γενικώς, ...C A B D= + +   Η έξοδος είναι 1 αν µία τουλάχιστον είσοδος είναι 1, 
αλλιώς είναι 0. Για δύο εισόδους έχουµε, 
 

OR 

 

C A B= +  

 
 
 
 

A B C A B= +  
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 1 

 
 
ΠΥΛΗ EX-OR (Exclusive OR, αποκλειστικό ή) 
 
Γενικώς, ...C A B D⊕ ⊕=  Η έξοδος είναι 1 όταν από όλες τις εισόδους µια 
τουλάχιστον είναι 1 αλλά όταν όλες είναι 1 τότε η έξοδος είναι 0. 
Για δύο εισόδους έχουµε,  
 

EX-OR 

 

C A B⊕=  
C AB AB= +  

   A

  B

C

  A

  B

  C

A

B

  C
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A B C A B⊕=  
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

 
 
ΑΝΑΣΤΡΟΦΕΑΣ (inverter), NOT 
Ο αναστροφέας έχει µία είσοδο και µία έξοδο. 
 

NOT 

 

C A=  

 
  

Α C A=
0 1 
1 0 

 
 
 
ΠΥΛΗ NAND (NOT AND) 
 
Γενικώς ...C ABD=  Για δύο εισόδους έχουµε, 
 

NAND 

 

C A B= ⋅  

 
A B C A B= ⋅  
0 0 1 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

 
ΠΥΛΗ NOR (NOT OR) 
 
Γενικώς ...C A B D= + +  Για δύο εισόδους έχουµε, 
 

NOR 

 

C A B= +  

   A C

A

B

C
C

C
C

A

B

C
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A B C A B= +  
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 0 

 
 
 ΠΥΛΗ ΕΧ - NOR  
 
Γενικώς ...C A B D⊕ ⊕=  Για δύο εισόδους έχουµε, 
 
 

ΕΧ - NOR 

 

C A B⊕=  

 
 

A B C A B⊕=  
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

 
 
ΧΡΗΣΙΜΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 
 

 
Το ανοιχτό κυκλάκι, ο , σε είσοδο ή έξοδο σηµαίνει αναστροφή (συµπλήρωµα). 
∆ηλαδή,  

 
Από τη σχέση ΑΒ = C  έχοµε A B C+ =   (Θεώρηµα του De Morgan) 
∆ηλαδή από 

A B C=i  

 
προκύπτει 

 

 

A

B

C

C

 B

 A
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ή ισοδύναµα 

 
 
 
Αν σκεφτούµε ότι  

 
ισοδυναµεί µε 

 
µπορούµε να συµπεράνουµε ότι όταν µετακινούµε κυκλάκι από την έξοδο στις 
εισόδους προκύπτει ισοδύναµη πύλη, αλλά αν η αρχική ήταν OR γίνεται AND και 
αντιστρόφως (δυϊκότητα). 
 
Πράγµατι, 
 

  
ισοδυναµεί µε 

 
ισοδυναµεί µε 

 
 
Η τελευταία είναι ισοδύναµη µε την αρχική πύλη AND. 
 
 

ΒΑΣΙΚΑ ΓΙΑ ΨΗΦΙΑΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 
 
Σύνθεση πυλών από µόνο NAND ή µόνο NOR. 
 
Γενικώς µπορεί κάποιος να ξεκινήσει από κάποια πύλη που έχει αναστροφή και να 
φτιάξει οποιαδήποτε άλλη πύλη. Γι’ αυτό οι πύλες NAND και NOR υπερτερούν 
έναντι των άλλων οι οποίες δεν έχουν αναστροφή. 
Παραδείγµατα 
 
      1) Αναστροφέας 
 

 
C A A A= ⋅ =   (Θεώρηµα 2) 

 

A C

B
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2) AND 
 

 
Προφανές αφού C AB=  άρα C A B= ⋅   

 
3) Πύλη OR 

 

 

C A B= +  

 
 
 
 
Από C A B= +  µε το θεώρηµα του De Morgan καταλήγουµε στην C A B=  ή 

C C A B= =    άρα:  
 

 

C A B=  

 
 

4) Πύλη NOR 
 

 

C A B= +  

 
Από C A B= +  προκύπτει µε το θεώρηµα του De Morgan, αφού C A B= + , 
C A B C= = . Άρα 
 

C A B=  

 
 

5) Αποκλειστικό OR (EX-OR) 
 

 

C A B⊕=  

 
C AB AB= +  

B

A

B

C

CA

B

  B

 A C
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Άρα, C AA BA AB BB= + + +  
αφού 0AA BB= = , Αξ. 5β 
άρα  ( ) ( ) ( )( )C A B A A B B A B A B= + + + = + + , Αξ. 4α 
Από το θεώρηµα του De Morgan προκύπτει ότι,  

( )( )C AB A B= +  ή ( ) ( )C AB A AB B= +  
άρα, 

 
 

 
 
τελικώς, 
 

 
 
 
 
ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ  ΜΕ  ΠΥΛΕΣ NAND  ΚΥΚΛΩΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΗ 
ΣΧΕΣΗ ( )D AB C= + . 
 
΄Εχουµε,  

(( ) )D AB C= , (( ) )D AB C=  
άρα, 
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ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ  ΜΕ ΠΥΛΕΣ NAND  ΚΥΚΛΩΜΑΤΟΣ ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ ∆ΥΟ 
ΑΡΙΘΜΩΝ Α,Β ΜΕ ∆ΥΟ ΨΗΦΙΑ (bit) O KΑΘΕΝΑΣ 
 
Συγκριτής σηµαίνει ότι αν A B=  η έξοδος του είναι 1C =  ενώ αν A B≠  η έξοδός 
του είναι 0C = . Μπορούµε να εκµεταλλευτούµε την πύλη EX-OR ή καλύτερα την 
EX-NOR που προκύπτει από την EX-OR µε έναν αναστροφέα στην έξοδο. Η πύλη 
EX-NOR έχει πίνακα αλήθειας τον κατωτέρω, 
 
 

A B C A B⊕=  
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

 
Είναι ευνόητο ότι αν τα δύο bit είναι ίδια η έξοδος είναι 1 αν δεν είναι τότε η έξοδος 
είναι µηδέν (0). Άρα καταλήγουµε εύκολα στο κύκλωµα, 

 
 
Προφανώς οι EX-OR έχουν φτιαχτεί µε πύλες NAND στο παράδειγµα (5) 
προηγουµένως άρα όλα τα στοιχεία είναι πύλες NAND.  
 
 
ΛΟΓΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ - ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ VENN 
 
Η άλγεβρα του Βoole σχετίζεται µε την άλγεβρα των τάξεων (συνόλων) και µπορεί 
να χρησιµοποιηθούν τα διαγράµµατα Venn για να δοθεί µια γραφική αναπαράσταση 
των πράξεων του Βoole. 
Όλα τα πράγµατα µπορεί να παρασταθούν µε τάξεις (δηλαδή µε σύνολα). Το σύνολο 
όλων των πραγµάτων (που µας ενδιαφέρουν κάθε φορά), λέγεται καθολικό σύνολο ή 
καθολική τάξη ή παγκόσµιο σύνολο ή απλώς σύνολο. Για παράδειγµα το σύνολο των 
λυχνιών που είναι αναµένες µπορεί να θεωρηθεί ως συµπληρωµατικό (συµπλήρωµα) 
του συνόλου των λυχνιών που είναι σβηστές. Τα δύο αυτά σύνολα σχηµατίζουν ένα 
καθολικό σύνολο. Τα στοιχεία του συνόλου µπορεί να είναι από ένα µέχρι άπειρα. 

Τα σύνολα µπορεί να παρασταθούν µε τα 
διαγράµµατα Venn (Ο Venn ήταν Άγγλος 
Μαθηµατικός του 19ου αιώνα). Η καθολική 
τάξη (σύνολο) παριστάνεται µε ένα ορθογώνιο 
όπως στο  Σχήµα 3.1. η καθολική τάξη 
περιλαµβάνει όλα τα αντικείµενα που µας 
ενδιαφέρουν (εδώ όλες τις λάµπες). 
Υποσύνολα του καθολικού συνόλου είναι το 
γραµµοσκιασµένο µέρος  που παριστάνει τις  

Σχήµα 3.1 
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αναµένες λυχνίες, Α. Το µέρος του ορθογωνίου έξω από το γραµµοσκιασµένο 
παριστάνει τις σβηστές λυχνίες, A .  
 
Αν ορίσουµε και άλλα σύνολα, όπως π.χ. κόκκινες και µη κόκκινες λυχνίες, µε 
αντίστοιχα σύµβολα B και B , τότε είναι δυνατόν τα διάφορα στοιχεία να ανήκουν σε 
δύο υποσύνολα. Αυτό φαίνεται στο Σχήµα  3.2. 
 
 
 
 

 
Ορίζεται έτσι το σύνολο των λυχνιών, C, που 
ανάβουν και είναι κόκκινες. Αυτό είναι το 
γραµµοσκιασµένο µέρος του Σχήµατος 2. Το C 
είναι η τοµή (επικάλυψη) των Α και Β . 
Χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός C A B= ∩ (Α 
καπ Β). Το Σχήµα 3.3 παριστάνει την περίπτωση 
που το σύνολο C είναι C A OR B A B= = + . 
Έχουµε δηλαδή τις λυχνίες που είναι κόκκινες ή 

ανάβουν και µπορεί να είναι κόκκινες και να ανάβουν. 
Μία άλλη περίπτωση είναι αυτή του Σχήµατος 3.4. 
 
 
 
 

  
Σχήµα  3.3 Σχήµα  3.4 

 
 
 
 
Εδώ έχουµε το γραµµοσκιασµένο µέρος, C, που παριστάνει τις λυχνίες που είναι 
κόκκινες ή ανάβουν αλλά δεν µπορεί να είναι κόκκινες και να ανάβουν. πρόκειται για 
το αποκλειστικό OR (EX-OR). C A B⊕= . 
Το καθολικό σύνολο είναι το A A+ , όµως 1A A+ =  άρα το καθολικό σύνολο 
παριστάνεται µε 1. 
Το 0 παριστάνει το κενό σύνολο, δηλαδή το σύνολο χωρίς στοιχεία, αφού 0AA = . 
Οι διάφορες ιδιότητες και θεωρήµατα από την άλγεβρα του Βoole αποδεικνύονται 
εύκολα µε τα διαγράµµατα του Venn. Για παράδειγµα, η επιµεριστική ιδιότητα, 

( )A B C AB AC+ = +  αποδεικνύεται εύκολα από τα διαγράµµατα του  
Σχήµατος  3.5.  
 
 
 
 
 
 

Σχήµα  3.2 
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⋅ =

A   B C+   ( )A B C+  

 

+ =

AB   A C   A B A C+  
Σχήµα  3.5 

 
 
 
 
ΚΥΚΛΩΜΑ ΜΕ LED (∆ίοδος εκποµπής φωτός, LED, Light Emitting 
Diode). 
 
Στο Σχήµα  3.6 φαίνεται η συνδεσµολογία της LED. 
 

 
Σχήµα  3.6 

 
Οι διάφοροι τύποι LED έχουν διάφορες τάσεις, Vo, λειτουργίας. Ας σηµειωθεί ότι η 
τάση VD είναι περίπου σταθερή για ένα εύρος τιµών ρεύµατος . 
Οι κατασκευαστές δίνουν όρια για το ρεύµα και την τάση VD. Η αντίσταση R λέγεται 
αντίσταση περιορισµού και είναι απαραίτητη για να µην καταστραφεί η δίοδος. Για 
κόκκινες LED το ρεύµα, dc, είναι από 5 mA µέχρι 25 mA. Για πράσινες και κίτρινες 
LED από 10 mA µέχρι 40 mA. Ενδεικτικές τιµές για την τάση VD είναι, 1,8 V για 
κόκκινες, 2,1 V για πράσινες και 2,0 V για κίτρινες. Η VD είναι γενικώς της τάξης  
των 2 V. Για να δίνουν αρκετό φως οι κόκκινες LED χρειάζονται περίπου ρεύµα  
10 mA ενώ οι πράσινες και κίτρινες χρειάζονται 20 mA. 

D D   V
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Παράδειγµα 
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε κάποια LED που η τροφοδοσία της θα είναι V = 5 V και 
το ρεύµα της θα είναι I = 10 mA. Ο κατασκευαστής δίνει VD = 2,2 V.  
Προφανώς ισχύει, 
 

DV VR
I
−

=  άρα  3

5,0 2,2
10 10

R −

−
= Ω

⋅
. Άρα  

 
ΦΛΙΠ-ΦΛΟΠ S-R  (SET-RESET, ΘΕΣΗΣ-ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ ) 
 
Το Φλιπ Φλοπ τύπου Set-Reset µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε πύλες NAND όπως 
φαίνεται στο Σχήµα  3.7. ∆ίνεται και ο πίνακας αλήθειας του Φλιπ-Φλοπ. 
 

 
 
                                        Σχήµα 3.7 
 
 
ΦΛΙΠ ΦΛΟΠ  JK 
 
Το σύµβολο του φλιπ – φλοπ JK φαίνεται στο Σχήµα 3.8. Το φλιπ – φλοπ JK έχει δύο 
εισόδους δεδοµένων τις  J, K. Ο πίνακας αλήθειας του φλιπ – φλόπ JK φαίνεται 
επίσης στο Σχήµα 3.8. 
 

 

 

J K 1nQ +  
0 0 nQ  
0 1 0 
1 0 1 
1 1 nQ  

Σχήµα 3.8 
 
Ο πίνακας σηµαίνει ότι αν οι είσοδοι J, K είναι συµπληρωµατικές, η έξοδος Q θα 
οδηγηθεί στην τιµή της εισόδου J στον επόµενο παλµό του ρολογιού (το ρολόι είναι 
το CP). Αν τα J, K είναι και τα δύο 0, τότε η έξοδος Q δεν θα αλλάξει τιµή και θα 
παραµείνει όπως ήταν πριν τον παλµό του ρολογιού. Αν τα J, K είναι και τα δύο 1, η 
έξοδος θα αλλάξει κατάσταση, από 1 σε 0 ή από 0 σε 1, µετά τον παλµό του ρολογιού 
από nQ  θα γίνει nQ . Το φλιπ – φλόπ µπορεί αν έχει και άλλους ακροδέκτες όπως ο 
ακροδέκτης CD (Reset, Clear, επαναφορά, καθάρισµα). Για να ισχύουν τα ανωτέρω, 

R = 280 Ω 
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για το φλιπ – φλοπ, που αναφερόµαστε στο σχήµα, πρέπει το CD να είναι 1. Αν είναι 
0 τότε ανεξάρτητα από το τι συµβαίνει στα J, K οι έξοδοι είναι 0Q =  και 1Q = . 
Στο Σχήµα 3.9 φαίνεται ένας  απαριθµητής κατασκευασµένος µε φλιπ – φλόπ JK των 
4 ψηφίων (bit) , που µετρά από το 0 µέχρι το 15 (= 24 - 1). 
 
 

Σχήµα 3.9 
 
 
 
 
 
 
ΚΥΚΛΩΜΑ DEBOUNCER 
 
΄Οταν χρησιµοποιούµε κάποιο µηχανικό διακόπτη όπως στο Σχήµα 3.10 α, 
παρουσιάζεται το φαινόµενο της αναπήδησης του διακόπτη κατά τη διάρκεια της 
επαφής. Το Σχήµα 3.10 β είναι ενδεικτικό. ΄Οταν αρχίζει η διακοπή της πάνω επαφής 
ενώ η κατάσταση ήταν OFF (τάση στην είσοδο ίση µε µηδέν), γίνεται ΟΝ. Επειδή 
όµως ο διακόπτης αναπηδά, κάνει πολλές φορές επαφή και διακοπή (το φαινόµενο 
µπορεί να διαρκεί επί πολλά µικροδευτερόλεπτα ή  µιλιδευτερόλεπτα). Αυτό φαίνεται 
στο Σχήµα  3.10 β. Ανάλογα συµβαίνουν όταν γίνεται η κάτω επαφή όπως φαίνεται 
στο ίδιο σχήµα. Το κύκλωµα του Σχήµατος 3.10 α , µε Φλιπ-Φλοπ  S-R, εξαλείφει 
αυτό το φαινόµενο µε την έννοια ότι η έξοδός του, από τη µια κατάσταση πηγαίνει 
στην άλλη χωρίς να παρακολουθεί τις αναπηδήσεις του διακόπτη. Αυτό γίνεται 
φανερό διότι η έξοδος δεν µεταβάλλεται όταν και οι δυο είσοδοι S  και R  γίνονται 
µηδέν (δηλαδή ο διακόπτης είναι µεταξύ των δυο επαφών χωρίς να ακουµπά 
πουθενά, πράγµα που συµβαίνει κατά τις αναπηδήσεις), βλ. Σχ. 3.7. ΄Ετσι παραµένει 
η έξοδος  0 ή 1 όπως ήταν πριν την πρώτη αναπήδηση.  
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                                                             Σχήµα 3.10 
 
 
 
                                                    
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 
   
  ‘Ενας δεκαδικός αριθµός  (αριθµός µε βάση το 10) έχει την αναπαράσταση: 
 
                           (X4  X3  X2  X1   X0)10           όπου    0≤Xi ≤ 9 
 
Οαριθµός κατά τα γνωστά ισούται µε 
 
                             X4×104 +X3×103 +X2×102 + X1×101 + X0×100 

 

 

Παράδειγµα 
 
(324)10 = 3×102  +2×101+4×100 = 30010+2010+410 
 
 
 
Ανάλογα συµβαίνουν στο ∆υαδικό Σύστηµα (αναπαράσταση) όπου βάση είναι το 2. 
‘Εχοµε την αναπαράσταση, 
 
                     (X7 X6 X5 X4 X3 X2 X1 X0)2            όπου   0≤ Xi ≤1 
 
Ο αριθµός είναι ίσος µε, 
 
                      X7×27 +X6 ×26+X5 ×25+X4 ×24+X3 ×23 +X2 ×22+X1×21 +X0 ×20 

 
 
Παράδειγµα 
 
      (10110100)2  =  1×27 + 0×26 +1×25 +1×24 +0×23 +1×22 +0×21 +0×20  
       = 12810 + 0 + 3210 + 1610 + 0 + 410 + 0 + 0  =18010 

 

 

1 kΩ
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∆εκαεξαδικό σύστηµα (Hexadecimal) 
 
Τα ψηφία του δεκαεξαδικού είναι τα ακόλουθα 16, 
F,E,D,C,B,A,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0   το καθένα διαφέρει από το άλλο κατά µια µονάδα 
 
Παράδειγµα 
Προφανώς θα έχοµε γενικώς, 
(Χ3  Χ2  Χ1  Χ0)16  =  Χ3 ×163 +Χ2 ×162 + Χ1 ×161 +Χ0 ×160 
 
‘Εστω ο 16δικός 
 
FE8C  
προφανώς ισούται µε  F×163 +E×162 +8×161+ C×160  
= 15×163 +14×162 +8×161+ 12×160 
= 61 44010+358410+12810+1210 = 65 16410 
 
Mια σηµαντική ιδιότητα της 16δικής αναπαράστασης είναι ότι µπορούν οι αριθµοί να 
µετατραπούν µεταξύ 16δικού και δυαδικού εύκολα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 
αν χωριστεί ο δυαδικός σε τετράδες ψηφίων τότε κατά τη µετατροπή η κάθε τετράδα 
µετατρέπεται σε ένα ψηφίο του 16δικού. ∆εν χρειάζονται άλλα γειτονικά ψηφία για 
τη µετατροπή. Αυτό δεν συµβαίνει αν έχοµε 16δικό και δεκαδικό ή δυαδικό και 
δεκαδικό. 
Πράγµατι έχοµε για το ανωτέρω παράδειγµα, 
       F         E         8        C 
   1111    1110   1000   1100 
 
Υπάρχουν και άλλα χρήσιµα συστήµατα όπως το οκταδικό µε βάση το 8. 
 

  Πίνακας αντιστοιχιών 
∆εκαεξαδικό ∆εκαδικό Οκταδικό ∆υαδικό 

0 0 00 0000 
1 1 01 0001 
2 2 02 0010 
3 3 03 0011 
4 4 04 0100 
5 5 05 0101 
6 6 06 0110 
7 7 07 0111 
8 8 10 1000 
9 9 11 1001 
A 10 12 1010 
B 11 13 1011 
C 12 14 1100 
D 13 15 1101 
E 14 16 1110 
F 15 17 1111 
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4. ΒΑΣΙΚΑ  ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ  ΕΝΙΣΧΥΤΩΝ  ΜΕ 
ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ 

 
∆ΙΟ∆ΟΣ – ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ 

• ∆ίοδος 
 
Η δίοδος είναι το απλούστερο µη γραµµικό στοιχείο κυκλώµατος, βλ. Σχήµα 4.1. 
 
 

 
 
 
                                                          Σχήµα  4.1 
 
 
Αποτελείται συνήθως από υλικό Si (πυρίτιο) στο οποίο µε κατάλληλες προσµίξεις 
δηµιουργούνται δύο µέρη, το ένα µε θετικούς φορείς ρεύµατος (οπές, υλικό p, 
positive) και το άλλο µε αρνητικούς φορείς ρεύµατος (ηλεκτρόνια, υλικό n, negative). 
Τα δύο µέρη βρίσκονται σε πολύ στενή επαφή (διεπαφή, ένωση, junction). 
Το χρήσιµο από ηλεκτρολογικής πλευράς είναι ότι το ρεύµα µπορεί (ουσιαστικά) να 
διέρχεται από τη διάταξη µόνο προς την µία κατεύθυνση, βλ. τη χαρακτηριστική της 
διόδου στο Σχήµα 4.1β. Η πραγµατική χαρακτηριστική είναι όπως αυτή του 
Σχήµατος 4.2. 
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                                                          Σχήµα 4.2 
                                                
  

Η περιοχή ορθής πόλωσης χαρακτηρίζεται από υ > 0. Η σχέση [ ( ) 1]Si I exp kTn
e

υ
= −  

( T
kTV
e

= ) είναι µία καλή προσέγγιση για την ορθή πόλωση. 

Το n εξαρτάται από το υλικό και τη φυσική κατασκευή της διόδου, 2 > n > 1. To n 
είναι περίπου 2 για το Si και για µικρά ρεύµατα. Για µεγαλύτερα ρεύµατα είναι 
περίπου 1. Για διόδους από υλικό Ge (γερµάνιο) είναι περίπου1. 
Το IS είναι το ρεύµα κόρου και είναι µία σταθερά για δεδοµένη δίοδο και 
θερµοκρασία. 
k είναι η σταθερά του Boltzman και ισχύει 58,62 10k −= ×  eV/K. Η θερµοκρασία 
δωµατίου θεωρείται συνήθως ότι είναι 300 KT ≈ . Ακριβέστερα, αν η θερµοκρασία 
δωµατίου ληφθεί να είναι  20 οC τότε αυτή αντιστοιχεί σε 293 K. Για µεγάλο ρεύµα  i 

(ορθή πόλωση) έχουµε Si I>>  άρα TnV
Si I eυ≈  ή lnT

S

inV
I

υ = .  

Στους 20 οC, VT = 25,2 mV ≈25 mV.  
Χρησιµοποιούνται διάφορες προσεγγιστικές χαρακτηριστικές όπως αυτές στο  
Σχήµα 4.3. 
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                                                               Σχήµα 4.3         
 
 
Για πυρίτιο 0,7 VDV ≈ , για γερµάνιο 0,3 VDV ≈ . 
 
Για πυρίτιο 0,6 VDOV ≈ , για γερµάνιο 0, 2 VDOV ≈ . 
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• Η δίοδος για µικρά (ασθενή) σήµατα. 

 
 

 
 
 
                                                       Σχήµα 4.4 
 
Στο Σχήµα 4.4 το σηµείο Q (quiescent)  είναι το σηµείο ηρεµίας (πόλωσης) και 
έχουµε τις συνεχείς συνιστώσες VD, ID. Έστω ότι έχουµε επιπρόσθετα το ρεύµα και 
τάση id, υd, αρκούντως µικρά (σήµατα), που γενικώς είναι συναρτήσεις του χρόνου. 
Ας υποθέσουµε ότι βρισκόµαστε στη γραµµική περιοχή γύρω από τα VD, ID. 
Έχοµε 
 
( ) ( ), ( ) ( )D d D di t I i t t V tυ υ= + = +  

 

Ισχύει: [exp( ) 1]S
T

i I
nV
υ

= − . 

Για µικρές µεταβολές του i έχουµε  
 

exp ( )S D

T T

I Vi
nV nV

υ∆ = ∆ . Αν exp( ) 1D

T

V
nV

>>  (αυτό ισχύει για µερικα mVDV ≈ ), τότε 

exp( )D
D S

T

VI I
nV

≈  (σηµείο ηρεµίας, Q). 

 

Άρα D

T

Ii
nV

υ∆ = ∆ . 
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Αν ( ) ( )d D
d d

d T

i i Ii t t
nV

υ
υ υ

= ∆
→ =

= ∆
 η κλίση 

,( ),

1

D D QV I d

i di
d rυ υ

∆
= =

∆
 ή T

d
D

nVr
I

=  

 
Μια εµπειρική σχέση µε n = 1 (σχετικά µεγάλο ρεύµα, ID) και θερµοκρασία δωµατίου 
20 oC, είναι η εξής, 
 

25
d

D

r
I

=   (το  rd σε Ω και το ID σε mA) 

 
Κανονικά πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και η αντίσταση του υλικού που είναι 
συγκρίσιµη, για µεγάλα ρεύµατα, µε την rd.  
 
                        ∆ΙΠΟΛΙΚΟ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ ∆ΙΕΠΑΦΗΣ (ΕΝΩΣΗΣ) 

(Bipolar Junction Transistor, BJT) 
 
 
Η λέξη transistor προέρχεται από τις λέξεις transfer resistor. To bipolar (διπολικό) 
προέρχεται από το γεγονός ότι οι φορείς ρεύµατος είναι και αρνητικοί (ηλεκτρόνια) 
και θετικοί (οπές). 
 
Το τρανζίστορ είναι το πιο θεµελιώδες στοιχείο των ηλεκτρονικών. Χρησιµοποιείται 
ως ενισχυτής, ως διακόπτης κτλ. 
Είναι σαν να αποτελείται από δύο διόδους διεπαφής, pn, όπως φαίνεται στα  
Σχήµατα 4.5 και 4.6. 
 
 
 
Τρανζίστορ npn  

 
 
 
 
                                                         Σχήµα 4.5 
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Τρανζίστορ pnp: 

 
 
 
 
                                                   Σχήµα 4.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στη λεγόµενη κανονική λειτουργία, όπου το τρανζίστορ λειτουργεί ως ενισχυτής στη 
γραµµική περιοχή του, έχουµε ότι το ρεύµα βάσης iB και το ρεύµα συλλέκτη 

συνδέονται µε τη σχέση, C
B

ii
β

= . 

 
Το β εξαρτάται από τα κατασκευαστικά στοιχεία του τρανζίστορ και κυµαίνεται 
συνήθως, µεταξύ 100 και 200. Για ειδικά τρανζίστορ µπορεί να έχει τιµές της τάξης 
του 1000. Το β λέγεται ενίσχυση ρεύµατος κοινού εκποµπού. Το β εξαρτάται από την 
θερµοκρασία και το ρεύµα του συλλέκτη, Σχήµα 4.7, και  µπορεί να µεταβάλλεται 
αρκετά από κοµµάτι σε κοµµάτι για τον ίδιο τύπο τρανζίστορ. Για αυτό το λόγο δεν 
θεωρείται καλή (καθορισµένη) παράµετρος και κατά το σχεδιασµό κυκλωµάτων 
γίνεται προσπάθεια να µην υπάρχει σηµαντική εξάρτηση των επιδόσεων του 
κυκλώµατος από το β. 
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                                                          Σχήµα 4.7 
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                                                   Σχήµα 4.8                                          
 
 

Από το Σχήµα 4.8 προκύπτει ότι E C Bi i i= + . Άρα αφού C
B

ii
β

= , έχουµε 1
E Ci iβ

β
+

= . 

Εισάγουµε την παράµετρο α που ορίζεται ως C Ei iα= , οπότε 
1

βα
β

=
+

 και 

1
αβ
α

=
−

. Ισχύει ότι α < 1 αλλά στη πράξη 1α ≈ . Για β = 100 έχουµε 0,99α ≈ . Το 

α λέγεται ενίσχυση ρεύµατος κοινής βάσης. 
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• Συµβολισµός 
1. Φυσικά µεγέθη µε µικρά (πεζά) γράµµατα και µε δείκτες κεφαλαία παριστάνουν 

ολικά στιγµιαία µεγέθη (γενικώς, εξαρτώµενα από το χρόνο). 
      π.χ. υBC είναι η ολική στιγµιαία τάση µεταξύ βάσης και συλλέκτη. 
2. Μέγεθος που παριστάνεται µε κεφαλαίο και έχει δείκτες κεφαλαία, είναι συνεχές 

(dc) µέγεθος. π.χ. VBC είναι η συνεχής συνιστώσα τάσης µεταξύ  
      βάσης -εκποµπού. 
3. Μέγεθος µε µικρό γράµµα και δείκτες µικρά γράµµατα είναι χρονικά 

µεταβαλλόµενη συνιστώσα (συνήθως αρµονική µε το χρόνο) µικρού σχετικά 
µεγέθους. Πρόκειται για το «σήµα». π.χ. ubc είναι το σήµα µεταξύ  
Βάσης - συλλέκτη.  

4. Μέγεθος µε κεφαλαία και δείκτες µικρά παριστάνει το πλάτος αρµονικής 
συνιστώσας. π.χ. Vbe είναι το πλάτος της τάσης που είναι αρµονική µε το χρόνο 
και εφαρµόζεται µεταξύ βάσης και εκποµπού. Το σύµβολο υ̂  ή î  θεωρείται 
σήµερα πιο κατάλληλο για το πλάτος τάσης ή ρεύµατος. 

Τα σύµβολα VCC, VBB κλπ χρησιµοποιούνται για να δηλώσουν την πηγή πόλωσης 
(τροφοδοσίας) που χρησιµοποιείται για το συλλέκτη και τη βάση αντίστοιχα. 
Σύµβολα όπως VBE δηλώνουν διαφορά δυναµικού (τάση) µεταξύ B και E. Σύµβολα 
όπως VC δηλώνουν την τάση του συλλέκτη ως προς κάποιο σηµείο που είναι το 
σηµείο αναφοράς µε τάση µηδέν. 
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ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΚΟΙΝΟΥ ΕΚΠΟΜΠΟΥ ΤΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ BJT ΣΕ 
ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ 

 
 
 

 
 
 
                                                          Σχήµα 4.9 
 
 
Η συνδεσµολογία φαίνεται στο Σχήµα 4.9. Παρόλο που η είσοδος (βάση - εκποµπός) 
είναι σαν δίοδος ορθά πολωµένη η χαρακτηριστική εισόδου iB = iB (υBE) δεν είναι 
µοναδική όπως συµβαίνει στη δίοδο, αλλά είναι οικογένεια καµπύλων σχετικά πολύ 
κοντά η µία στην άλλη, βλ. Σχήµα 4.10. Η παράµετρος που χαρακτηρίζει τις 
διαφορετικές καµπύλες είναι η τάση uCE, iB = iB(υBE, υCE).  
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                                                         Σχήµα 4.10 
              
 
 
 
 
 
 
Για µικρές τιµές του υBE υπάρχει κάποιο µικρό (ανάστροφο) ρεύµα, ICO < 0. Σε πρώτη 
προσέγγιση η οικογένεια καµπύλων εισόδου µπορεί να θεωρηθεί ως µία καµπύλη και 
το ανάστροφο ρεύµα µπορεί να θεωρηθεί µηδέν. 
Οι χαρακτηριστικές εξόδου, iC = iC (υCΕ, iB) στην ιδανική περίπτωση, στην περιοχή 
κανονικής λειτουργίας, θα ήταν οριζόντιες ευθείες. ∆ηλαδή το iC θα ήταν ανεξάρτητο 
του υCE. Στην πραγµατικότητα η καµπύλες είναι όπως στο Σχήµα 4.11. 
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                                                                 Σχήµα 4.11 
 
 
 
 
Οι γραµµές στην περιοχή κανονικής λειτουργίας δεν είναι οριζόντιες ευθείες αλλά 
έχουν µικρή θετική κλίση. 
Το φαινόµενο αυτό λέγεται φαινόµενο του Early (early effect). Η τάση VA λέγεται 
τάση early (early voltage). 
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ΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΝΙΣΧΥΤΗ ΚΟΙΝΟΥ ΕΚΠΟΜΠΟΥ 

 
Η µέθοδος αυτή είναι χρήσιµη κυρίως για διδακτικούς σκοπούς. Το απλό σχετικά 
κύκλωµα για αυτή τη περίπτωση φαίνεται στο Σχήµα 4.12. 
 
 
 
 

 
 
 
                                                            Σχήµα 4.12 
 
 
 
 
υi είναι το προς ενίσχυση σήµα και VCC, VBB οι συνεχείς τάσεις των πηγών (πόλωση). 
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                                                                Σχήµα 4. 13 
 
 
 
 
 
Από τη χαρακτηριστική εισόδου του Σχήµατος 4.13 προσδιορίζουµε το ρεύµα 
πόλωσης (συνεχής συνιστώσα) IB για τάση εισόδου  VBB, τάση πόλωσης (σηµείο Q).  
Στις χαρακτηριστικές εξόδου χαράσσουµε την ευθεία φόρτου, Σήµα 4.14. 
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                                                           Σχήµα 4.14 
 
 
 
 
Από το IB που προσδιορίστηκε προηγουµένως, βρίσκουµε για το σηµείο ηρεµίας τα IC 
και VCE.  
 
Στο σχήµα της χαρακτηριστικής εισόδου χαράσσουµε µίαν άλλη ευθεία φόρτου 
µεταβάλλοντας το VBB σε VBB ± υi . 
 
Προσδιορίζουµε το αντίστοιχο ρεύµα δια µέσου της βάσης, δηλαδή το IB ± ib, 
προφανώς και το ib. Πηγαίνουµε στις χαρακτηριστικές εξόδου και βρίσκουµε το  
πλάτος του σήµατος εξόδου υce. Προφανώς η ενίσχυση (απολαβή) τάσης της διάταξης 

είναι, CE

i

A υ
υ

=  

 
Η επιλογή του σηµείου ηρεµίας έχει σηµασία γιατί καθορίζει το µέγιστο πλάτος του 
σήµατος εισόδου που µπορούµε να ενισχύσουµε χωρίς να φτάνουµε στις µη 
γραµµικές περιοχές του τρανζίστορ. 
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ΤΡΟΠΟΙ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ  ΤΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ, BJT 
 
 

1) Ενεργός περιοχή λειτουργίας (κανονική λειτουργία). 
 
 
Στο Σχήµα 4.15  φαίνεται το µοντέλο του τρανζίστορ BJT στην ενεργό περιοχή. 
 

 
 
 
 
                                                        Σχήµα 4.15 
 
 
Η διεπαφή βάσης – εκποµπού (EBJ), είναι ορθά πολωµένη (άρα VBE ≈  0,7V) ενώ η 
διεπαφή συλλέκτη – βάσης (CBJ) είναι ανάστροφα πολωµένη ή και κατά µερικά 
δέκατα του βολτ ορθά πολωµένη. Η τάση CEV  πρέπει να είναι > 0,2 V ώστε να µην 
βρίσκεται το τρανζίστορ στα µη γραµµικά µέρη των χαρακτηριστικών του. Το  
Σχήµα 4.16 δείχνει τις διάφορες περιοχές (τρόπους) λειτουργίας του τρανζίστορ στο 
διάγραµµα των χαρακτηριστικών εισόδου και εξόδου, στη συνδεσµολογία κοινού 
εκποµπού. 
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                                                           Σχήµα 4.16 
 
 

2) Περιοχή κόρου 
 
Σε αυτή την περίπτωση και οι δύο διεπαφές, εκποµπού – βάσης και συλλέκτη – 
βάσης, είναι ορθά πολωµένες, βλέπε Σχήµα 4.17. 
 
 
 

 
 
 
                                                         Σχήµα 4.17 
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Όπως φαίνεται από το Σχήµα 4.16 των χαρακτηριστικών εξόδου, το 0, 2 VCEV ≈ . 
Επίσης αφού το τρανζίστορ βρίσκεται στη περιοχή κάτω από τα σηµεία κάµψης 
(γόνατα των χαρακτηριστικών), έχοµε 
 

β IB > IC > 0. 
 

3) Περιοχή αποκοπής 
Σε αυτή την περίπτωση και οι δύο διεπαφές είναι ανάστροφα πολωµένες και δεν 
διέρχονται (σχεδόν καθόλου) ρεύµατα  από το τρανζίστορ, βλέπε Σχήµα 4.18. Στην 
πραγµατικότητα και αν ακόµη εφαρµοστεί µικρή ορθή πόλωση, µέχρι 0,5 V, το 
τρανζίστορ εξακολουθεί να βρίσκεται σε αποκοπή. 
Το µοντέλο αποτελείται από ανοιχτά κυκλώµατα µεταξύ των ακροδεκτών (E, B, C). 
 
 
 
 
 
 

 
 
                                                       Σχήµα 4.18 
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ΑΝΑΛΥΣΗ  dc ΚΥΚΛΩΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ BJT ΜΕ ΜΙΑ 
ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
                                                    Σχήµα 4.19 
 
 
Παρόλο που µπορεί να χρησιµοποιηθούν δύο τροφοδοσίες για την πόλωση (σηµείο 
ηρεµίας) του τρανζίστορ, θα αναφερθούµε µόνο στην περίπτωση χρήσης µίας µόνο 
τροφοδοσίας. Έχουµε το Σχήµα 4.19α. Υποθέτουµε ότι δεν συνδέεται τίποτα άλλο µε 
το τρανζίστορ ή συνδέονται πυκνωτές σύζευξης για σήµατα (λέγονται και πυκνωτές  
αποσύζευξης για dc) ώστε να µην διαταράσσεται η κατάσταση dc του κυκλώµατος. 
Το σύστηµα  VCC, R1, R2 που παρέχει τάση  και ρεύµα (πόλωση) στη βάση του 
τρανζίστορ, µπορεί να µετατραπεί µε χρήση του θεωρήµατος thevenin όπως φαίνεται 
στο Σχήµα 4.19β.                                                      

Όπου 2

1 2
BB CC

RV V
R R

=
+

 και 1 2
1 2

1 2

//= =
+B

R RR R R
R R

. Για να υπολογίσουµε το IB 

γράφουµε το νόµο των τάσεων του Kirchhoff για το βρόχο L του κυκλώµατος του 

Σχήµατος 4.19β, οπότε έχουµε = + +BB B B BE E EV I R V I R  όµως 
1

E
B

II
β

=
+

 άρα 

/( 1)β
−

=
+ +

BB BE
E

E B

V VI
R R

. Ισχύει  α= ≈C E EI I I . Για να επιτύχουµε το IE να µην είναι 

ευαίσθητο σε µεταβολές της θερµοκρασίας και στο β, που δεν είναι καλή  
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παράµετρος, σχεδιάζουµε το κύκλωµα έτσι ώστε, VBB>>VBE, 
1

B
E

RR
β

>>
+

. Η πρώτη 

συνθήκη εξασφαλίζει ότι µικρές µεταβολές του VBE, γύρω από τη τυπική τιµή των  
0,7 V θα επισκιαστούν από την πολύ µεγαλύτερη τάση VBB. Υπάρχει όριο στο πόσο 
µεγάλο µπορεί να είναι το VBB. Συγκεκριµένα, για δεδοµένο VCC, όσο µεγαλύτερο 
είναι το VBB τόσο µικρότερο θα είναι το άθροισµα της τάσης στα άκρα της RC και της 
τάσης VCB. Πρέπει όµως η τάση στα άκρα της RC να είναι µεγάλη για να µπορούµε να 
έχουµε µεγάλη ενίσχυση τάσης και µεγάλο σήµα χωρίς να οδηγείται το σύστηµα σε 
αποκοπή. Επίσης χρειάζεται το VCB (ή το VCE) να είναι µεγάλο ώστε να µπορεί να 
οδηγεί σε µεγάλο σήµα πριν φτάσει το τρανζίστορ στον κόρο. Έχουµε δηλαδή 
αντικρουόµενες απαιτήσεις. Ένας χονδρικός κανόνας που ακολουθείται, στην 
περίπτωση ενισχυτή κοινού εκποµπού, είναι να διαλεχτεί το VBB περίπου ίσο µε 1/3 
VCC και το IC RC περίπου 1/3 VCC. 
Η δεύτερη συνθήκη, η οποία περιλαµβάνει το RE, κάνει το IE να µην είναι ευαίσθητο 
στις µεταβολές του β και για να ικανοποιείται αυτή η συνθήκη µπορεί να διαλεχτεί το 
RB να είναι µικρό. Αυτό µπορεί να γίνει διαλέγοντας τα R1, R2 να έχουν µικρές τιµές. 
Όµως µικρά R1, R2 σηµαίνει µεγάλο ρεύµα και επίσης αυτό θα οδηγήσει σε µείωση 
της (ολικής) αντίστασης εισόδου του ενισχυτή. Αυτοί είναι οι περιορισµοί στην 
επιλογή των R1, R2. Η συνθήκη αυτή σηµαίνει επίσης ότι θέλουµε να κάνουµε την 
τάση της βάσης ανεξάρτητη του β. Έτσι η τάση της βάσης θα καθορίζεται µόνο από 
το διαιρέτη τάσης των R1, R2 (άκαµπτο κύκλωµα). Αυτό µπορεί αν επιτευχθεί αν το 
ρεύµα του διαιρέτη τάσης είναι πολύ µεγαλύτερο από το ρεύµα της βάσης. Συνήθως, 
στην πράξη, οι αντιστάτες R1, R2 διαλέγονται έτσι ώστε το ρεύµα τους να είναι κάτι 
µεταξύ 0,1 IE και IE. Μπορεί να καταλάβουµε περισσότερο πως αυτή η διάταξη  
πόλωσης σταθεροποιεί τη συνεχή συνιστώσα ρεύµατος του εκποµπού (και άρα και 
του συλλέκτη), θεωρώντας τη λεγόµενη αρνητική ανασύζευξη που επιτυγχάνεται µε 
τον αντιστάτη RE. 
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ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΤΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ BJT ΓΙΑ ΜΙΚΡΑ (ΑΣΘΕΝΗ)  ΣΗΜΑΤΑ 

 
 

 

 
 
 
                                                          Σχήµα 4.20 
 
 
Θεωρούµε το απλοποιηµένο κύκλωµα κοινού εκποµπού, Σχήµα 4.20α, όπου 
εµφανίζονται οι χρήσιµες ολικές στιγµιαίες τάσεις και ρεύµατα. Στο Σχήµα 4.20β 
έχουµε µόνο τις πολώσεις (συνεχείς συνιστώσες). Στο Σχήµα 4.20γ έχουµε µόνο τα 
σήµατα (τις εναλλασσόµενες συνιστώσες). Η παραπάνω δυνατότητα, να µπορούµε να 
εξετάσουµε τα διάφορα κυκλώµατα του Σχήµατος 4.20 χωριστά, οφείλεται στην ισχύ 
της αρχής της επαλληλίας για τη θεωρία κυκλωµάτων. 

Έχουµε για τις συνεχείς συνιστώσες, /BE TV V
C SI I e= . ( /TV kT e= ), C

E
II
α

= , C
B

II
β

=  

και C CE CC C CV V V I R= = − . Το VC πρέπει να είναι αρκετά µεγαλύτερο από το VB ώστε  
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µε την εφαρµογή του σήµατος το τρανζίστορ να παραµένει πάντα στην ενεργό 
λειτουργία. 
 
Ισχύει: BE BE beVυ υ= + (Σχήµα 4.20α). 
Το στιγµιαίο ολικό ρεύµα θα είναι ( ) / // /BE be T be TBE T BE TV V VV V V

C s s si I e I e I e eυ υυ += = = . Όµως 
/BE TV V

C SI I e=  άρα: /be TV
C Ci I eυ= . Αν υbe << VT (συνήθως αυτό ισχύει στην πράξη), 

τότε αφού 1xe x≈ + , για 1x <<  θα έχουµε (1 )be
C C

T

i I
V
υ

≈ + . 

 
Η προσέγγιση ισχύει ικανοποιητικά για 10 mVbeυ ≤ και λέγεται προσέγγιση µικρού 
(ασθενούς) σήµατος. 

Εποµένως, C
C C be

T

Ii I
V

υ= +  ή C C ci I i= +  όπου ci  είναι το ρεύµα σήµατος του 

συλλέκτη και IC η συνεχής συνιστώσα του ρεύµατος του συλλέκτη, iC είναι το ολικό 

στιγµιαίο ρεύµα του συλλέκτη. Έχουµε εποµένως C
c be

T

Ii
V

υ=  ή c m bei g υ=  όπου 

C
m

T

Ig
V

= . 

 
Το mg  λέγεται διαγωγιµότητα (διαφορική διαγωγιµότητα) και συνδέει το ρεύµα 
σήµατος του συλλέκτη µε το αντίστοιχο σήµα τάσης  βάσης – εκποµπού. Το VT στους 
300 K (θερµοκρασία δωµατίου) είναι περίπου 25 mV. Για να είναι το mg σταθερό 
πρέπει να εξασφαλιστεί ρεύµα ηρεµίας, IC, σταθερό. Για  IC = 1 mA, 40 mA/Vmg ≈ . 

Εύκολα συµπεραίνουµε ότι 
C C

C
m

BE i I

ig
υ

=

∂
=
∂

. ∆ηλαδή το gm είναι η κλίση στο σηµείο 

πόλωσης, Q, για iC = IC, της χαρακτηριστικής iC = IC (υBE). 
 
Η παραπάνω ανάλυση µας οδηγεί στο ότι, αν υbe<< VT, τότε το τρανζίστορ 
συµπεριφέρεται (για µικρά σήµατα) ως πηγή ρεύµατος ελεγχόµενη από τάση. Η 
ελέγχουσα τάση είναι η τάση βάσης – εκποµπού και το ελεγχόµενο ρεύµα είναι το 
ρεύµα του συλλέκτη. Η διαγωγιµότητα της ελεγχόµενης πηγής είναι η mg  και η 
αντίσταση εξόδου της είναι άπειρη. Το τελευταίο οφείλεται στο γεγονός ότι 
χρησιµοποιούµε το απλό µοντέλο όπου η τάση του συλλέκτη δεν επηρεάζει το ρεύµα 
του συλλέκτη στην ενεργό περιοχή λειτουργίας. Αν δεχτούµε ότι υπάρχει τέτοια 

επιρροή (φαινόµενο early), τότε / (1 )BE Tu V CE
C S

A

i I e
V
υ

= + . Η αντίσταση εξόδου r0 θα 

δίνεται από το αντίστροφο της κλίσης της iC = IC (υC Ε, υBE) για  υBE = σταθερό, (στα 
ευθύγραµµα τµήµατα των χαρακτηριστικών που αντιστοιχούν στην ενεργό περιοχή), 
 

1

0

BE BE

C

CE V

ir
υ σταθ

υ

−

= =

 ∂ =  ∂  
. Άρα εύκολα βρίσκουµε ότι 0

A

C

Vr
I

= , IC = το ρεύµα για  

υBE = VBE, κοντά στο σύνορο της ενεργού περιοχής προς την περιοχή κόρου.  
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• Υπολογισµός της αντίστασης που βλέπει η εφαρµοζόµενη τάση, ube, 

µεταξύ βάσης και εκποµπού, µέσα στη βάση. 
 

Υπολογίζουµε το ολικό ρεύµα βάσης iB από τις σχέσεις C
B

ii
β

= , C
C C be

T

Ii I
V

υ≈ +  άρα 

1C C
B be

T

I Ii
V

υ
β β

= +  άρα B B bi I i= +  όπου C
B

II
β

=  είναι η συνεχής συνιστώσα, ενώ η 

συνιστώσα του σήµατος, bi , δίνεται από τη σχέση 1 C
b be

T

Ii
V

υ
β

= .  

Αφού C
m

T

I g
V

= , προκύπτει ότι  m
b be

gi υ
β

= . 

 
Η αντίσταση, rπ µέσα στη βάση για µικρά σήµατα, πρόκειται για διαφορική 
αντίσταση, λέµε ότι είναι η αντίσταση µεταξύ βάσης και εκποµπού, κοιτάζοντας µέσα 

στη βάση και ορίζεται από τη σχέση, be

b

r
iπ
υ

= . 

 

Άρα 
m

r
gπ
β

=  ,  χρησιµοποιούµε τις σχέσεις C
m

T

Ig
V

=  και C
B

II
β

=  οπότε καταλήγοµε 

στη σχέση 
 

T T

B C

V Vr
I Iπ

β
= =  

 

Για το ολικό ρεύµα του εκποµπού έχουµε, C C c
E

i I ii
α α α

= = +  άρα E E ei I i= +   όπου 

C
E

II
α

=  και το ρεύµα σήµατος είναι c C E
e be be

T T

i I Ii
V V

υ υ
α α

= = = . 

 
Αν ορίσουµε τη λεγόµενη αντίσταση µικρού σήµατος  (διαφορική) κοιτάζοντας µέσα 

στον εκποµπό ως  be
e

e

r
i
υ

= . 

 

Αυτή λέγεται και απλώς αντίσταση εκποµπού και ισχύει T
e

E

Vr
I

= .  

Αφού C
m

T

Ig
V

=  προκύπτει ότι 1
e

m m

r
g g
α

= ≈    (εφόσον α ≈ 1). 

 

Επίσης ισχύουν, be b e ei r i rπυ = =  άρα ( )e
e

b

ir r
iπ = , εποµένως ( 1) er rπ β= + . 

Αυτό σηµαίνει ότι ένα σήµα υbe προκαλεί ρεύµα m beg υ  στο συλλέκτη µε φορά προς 
τα έξω. ∆ηλαδή το τρανζίστορ συµπεριφέρεται ως πηγή ρεύµατος ελεγχόµενη από 
τάση.  
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• ΤΟ ΥΒΡΙ∆ΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ- π ΤΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ ΓΙΑ 
ΧΑΜΗΛΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ 

 
 
 
Αξιοποιώντας όσα προαναφέραµε είναι εύκολο να καταλήξουµε στο ότι το  
Σχήµα 4.21 παριστάνει τις δυο παραλλαγές του ισοδύναµου (ηλεκτροτεχνικού) 
κυκλώµατος του BJT που λέγεται υβριδικό µοντέλο - π. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
                                                             Σχήµα 4.21 
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• ΜΟΝΤΕΛΟ - Τ 
Οι δύο παραλλαγές ενός άλλου µοντέλου, του µοντέλου -Τ φαίνονται στο  
Σχήµα 4.22. 
 
 

 
 
 
 
                                                         Σχήµα 4.22 
 
 
 
 
 
Στα  Σχήµατα  4.21α και 4.22α έχουµε πηγή ρεύµατος ελεγχόµενη από τάση, υbe, και 
στα  Σχήµατα 4.21β και 4.22β έχουµε πηγή ρεύµατος ελεγχόµενη από ρεύµα, ie. 
Στο µοντέλο -Τ, υπεισέρχεται άµεσα η αντίσταση µεταξύ βάσης και εκποµπού 
καταλήγοντας µέσα στον εκποµπό δηλαδή η αντίσταση re. 
Αν θέλουµε να λάβουµε υπόψη το φαινόµενο early, πρέπει να προσθέσουµε τον 
αντιστάτη r0. Τότε έχουµε τα ισοδύναµα κυκλώµατα του Σχήµατος 4.23. 
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                                                           Σχήµα 4.23 
 
 

ΤΟ ΥΒΡΙ∆ΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ - π ΤΟΥ ∆ΙΠΟΛΙΚΟΥ ΤΡΑΝΖΙΣΤΟΡ (BJT) ΓΙΑ 
ΟΛΕΣ ΤΙΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ 

 
 
Τα µοντέλα του BJT που αναφέραµε µέχρι τώρα, ισχύουν για χαµηλές συχνότητες. 
Το υβριδικό µοντέλο-π για όλες τις συχνότητες, Σχήµα 4.24, είναι πιο γενικό και για 
χαµηλές συχνότητες οδηγεί στα προηγούµενα µοντέλα. 
 

 
 
 
                                                            Σχήµα 4.24 
 
Η αντίσταση rx λέγεται αντίσταση περιοχής βάσης (base-spreading resistance) και 
είναι η (ωµική) αντίσταση του υλικού της βάσης. Η rx είναι µικρή σε σχέση µε την rπ. 
Η είναι µεταξύ 10 Ω και 100 Ω για διατάξεις µικρών σηµάτων. ∆εν εξαρτάται σχεδόν 
καθόλου από το σηµείο λειτουργίας του BJT. Η rπ είναι η γνωστή (διαφορική) 

αντίσταση της διεπαφής βάσης-εκποµπού, T

CQ

Vr
Iπ
β

= . H rµ σχετίζεται µε την 

επίδραση της διαµόρφωσης εύρους – βάσης στη χαρακτηριστική εισόδου, δηλαδή 
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στην επίδραση στο iB του υCE. Εκφράζει την ανασύζευξη µεταξύ συλλέκτη βάσης. Η  
τιµή της rµ είναι πολύ µεγάλη της τάξης µερικών ΜΩ. Η αντίσταση rο σχετίζεται µε 
την κλίση των χαρακτηριστικών εξόδου του τρανζίστορ. Η rο συνδέεται µε τη τάση 

του Early, VA, και µε το ρεύµα ηρεµίας ICQ ως εξής: A
o

CQ

Vr
I

≈  

Η ro είναι πολύ µεγάλη. Η χωρητικότητα Cµ είναι η χωρητικότητα απογύµνωσης της 
διεπαφής συλλέκτη – βάσης. Η τιµή της εξαρτάται από τη τάση VCBQ και τον τύπο 
του τρανζίστορ. Στον πίνακα δεδοµένων του συγκεκριµένου τύπου τρανζίστορ 
δίνεται αυτή η ποσότητα και παριστάνεται µε το σύµβολο Cobo. Για το τρανζίστορ 
2Ν2222Α δίνεται ότι η µέγιστη τιµή του Cobo είναι 8 pF για VCBQ = 10 V. Η 
χωρητικότητα Cπ σχετίζεται µε τη χωρητικότητα διάχυσης της διεπαφής βάσης – 
εκποµπού. Η τιµή της εξαρτάται από τον τύπο του τρανζίστορ και το σηµείο ηρεµίας. 
Για διατάξεις µικρών σηµάτων, τυπικές τιµές για το Cπ είναι από 100 pF µέχρι  
1000 pF. 
 
ΕΝΙΣΧΥΤΗΣ ΚΟΙΝΟΥ ΕΚΠΟΜΠΟΥ (CE) ΜΕ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗ ΣΤΟΝ ΕΚΠΟΜΠΟ 
 

 
                                                            Σχήµα 4.25 
 
Υποθέτουµε ότι οι συχνότητες που χρησιµοποιούµε είναι αρκετά χαµηλές ώστε να 
µην παίζουν ρόλο οι εσωτερικές χωρητικότητες του τρανζίστορ (δηλαδή 
χρησιµοποιούµε τα µοντέλα χαµηλών συχνοτήτων), αλλά µόνο οι εξωτερικές 
χωρητικότητες που είναι συνδεδεµένες ως πυκνωτές σύζευξης, C1, C2,   
βλ. Σχήµα 4.25.  
Στην πραγµατικότητα οι εσωτερικές χωρητικότητες µαζί µε διάφορους αντιστάτες, 
δρουν ως βαθυπερατό φίλτρο και περιορίζουν τη µέγιστη συχνότητα που µπορεί να 
ενισχύσει το τρανζίστορ. 
Το ισοδύναµο κύκλωµα µικρού σήµατος (µοντέλο - π) φαίνεται στο Σχήµα 4.26. 
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                                                       Σχήµα 4.26 
 
 
Υποθέτουµε ότι έχουµε υπολογίσει τις συνεχείς συνιστώσες των τάσεων πόλωσης. 
Θα υποθέσουµε ότι εργαζόµαστε σε µεσαίες συχνότητες οπότε αγνοούµε τους 
πυκνωτές C1, C2.  Υποθέτουµε ακόµη, ότι η αντίσταση της πηγής του σήµατος είναι 
µηδέν. 
Έχοµε εποµένως ότι 
 

0sR =   και  s inυ υ=  

Ισχύει η σχέση C L
L

C L

R RR
R R

⋅′ =
+

. 

 Έχουµε προφανώς ( +1)in b E br i R iπυ β= +  και επίσης 0 L bR iυ β′= −  .  

H ενίσχυση τάσης είναι  Aυ = ( 1)
o L

in E

R
r Rπ

υ β
υ β

′
= −

+ +
   

αν διαλέξουµε την RE τόσο µεγάλη ώστε  το rπ  να µπορεί να παραληφθεί τότε έχοµε 
τη σχέση 
 

L

E

RA
Rυ

′
≈ −     (προφανώς επειδή το β ≈ 100 ισχύει ότι β+1≈β) 

Η εµπέδηση (εδώ απλώς αντίσταση) εισόδου Rit = Zit είναι  

( 1)in
it it E

b

R Z r R
i π
υ β= = = + +  

Ο πολλαπλασιασµός της ολικής αντίστασης του εκποµπού επί (β+1) για την εύρεση 
της αντίστασης εισόδου, κοιτάζοντας µέσα στη βάση του τρανζίστορ, λέγεται 
κανόνας ανάκλασης της αντίστασης.  
Η αντίσταση εισόδου inR , που βλέπει η πηγή εισόδου είναι ο παράλληλος 

συνδυασµός των Ζit και RB, άρα   Rin= B it

B it

R Z
R Z+

   όπου  1 2
B

1 2

R RR
R R

=
+

 

Η αντίσταση εξόδου Rο υπολογίζεται από το Σχήµα 4.27. Xρησιµοποιούµε 
ουσιαστικά το θεώρηµα thevenin. Κάνοµε ανενεργή την ανεξάρτητη πηγή τάσης υs . 
Στη συνέχεια φανταζόµαστε ότι στη δεξιά πλευρά του κυκλώµατος εφαρµόζεται 
κάποια βοηθητική τάση υx η οποία στέλνει ρεύµα ix µέσα στο κύκλωµα. Προφανώς θα 

ισχύει x
o

x

R
i
υ

= . 

 



 97

 
 

 
 
                                                                Σχήµα 4.27 
 
 
 
Προφανώς µεταξύ του σηµείου Β και γης υπάρχει βραχυκύκλωµα άρα ο κανόνας των 
τάσεων δίνει 
 

0b iti R =  αφού προφανώς 0itR ≠  έχοµε ότι 0.bi =  
Αυτό σηµαίνει ότι η ελεγχόµενη πηγή ρεύµατος είναι ανενεργή εποµένως είναι 
ανοιχτή και η αντίσταση του κλάδου της είναι άπειρη, άρα ισχύει   
                                             o CR R=  
 
 

• Υπολογισµός της ενίσχυσης για χαµηλές συχνότητες  όταν πρέπει να 
ληφθεί υπόψη ο πυκνωτής C1. 

 
Σε αυτή τη περίπτωση πρέπει να χρησιµοποιήσοµε φάσορες γιατί έχοµε εξάρτηση 
από τη συχνότητα και θα κάνοµε την ανάλυση για µια συχνότητα. Προφανώς θα 
έχοµε τη σχέση (βλ. Σχήµα 4.25) 
 

 Vin/Vs
α

α
1

1
j

R

R
Cω

=
+

          (άρα έχουµε υψιπερατό φίλτρο). 

Προφανώς αR   είναι η ισοδύναµη αντίσταση που είναι συνδεδεµένη σε σειρά µε τον 
πυκνωτή και ισχύει, 

α 1 2 it

1 1 1 1
R R R R

= + + . 

΄Εχουµε: 1Aυ =V0/Vs = (V0/Vin)(Vin/Vs)  

άρα α
1

α
1

1
j

RA A
R

C

υ υ

ω

= − ⋅
+

 

Αν η αντίδραση του C1  είναι πολύ µικρή, τότε 1A Aυ υ= . 
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Μπορούµε να βρούµε κατά τα γνωστά τη συχνότητα καµπής (ή 3 dB),  fb, του 

υψιπερατού φίλτρου. Γράφουµε τη σχέση στη µορφή, 1

α 1

1
11

j

A A

R C

υ υ

ω

= −
+

  Έχουµε 

εποµένως 1 2 2
b

1
1 /

A Aυ υ
ω ω

=
+

 

όπου b b
1 α

12 f
C R

ω π= =   είναι η (κυκλική) συχνότητα καµπής. 

 
 
ΕΝΙΣΧΥΤΗΣ ΚΟΙΝΟΥ ΣΥΛΛΕΚΤΗ (CC) (ΑΚΟΛΟΥΘΗΤΗΣ , ΑΚΟΛΟΥΘΟΣ) 
(Emitter - Follower) 
 
Έχοµε το ηλεκτρονικό κύκλωµα του Σχήµατος 4.28 . 
 
 

 
 
                                                             Σχήµα 4.28 
 
 
 
 
 
Για τις συνεχείς συνιστώσες (πόλωση) έχουµε το Σχήµα 4.29. 
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                                                            Σχήµα 4.29 
 
 
 
Έχοµε τις σχέσεις 
 

1 2

1 2
B

R RR
R R

=
+

 

1
E

B
II
β

=
+

 άρα 
/( 1)

BB BE
E

E B

V VI
R R β

−
=

+ +
    ( 0,7 VBEV ≈ ). Ισχύει α= ≈C E EI I I .  Για να 

µην εξαρτάται πολύ το ΙΕ από το β και το VBE, συνήθως προσέχουµε ώστε VBB >> VBE 

και ( 100)
1

B
E

RR β
β

>> ≈
+

. Το VE το παίρνουµε να είναι περίπου 1
2 CCV  ώστε να 

µπορούµε να έχουµε µεγάλα σήµατα χωρίς παραµόρφωση. Το ρεύµα του διαιρέτη 
τάσης R1, R2 πρέπει να είναι πολύ µεγαλύτερο από το ρεύµα της βάσης, IB , και 

επιλέγεται να είναι µεταξύ IE και 0,1 IE. Το 0,7 VB
C E

E

VI I
R
−

≈ ≈ . E E EV I R=  ,  

0,7 VB E EV I R≈ + ⋅ . 
 Το ισοδύναµο κύκλωµα ασθενούς σήµατος φαίνεται στο Σχήµα 4.30. Θεωρούµε ότι 
η αντίσταση της πηγής σήµατος, Rs = 0. Eπίσης θεωρούµε ότι η αντίσταση εξόδου ro  
του τρανζίστορ είναι άπειρη. Εργαζόµαστε σε µεσαίες συχνότητες οπότε θεωρούµε 
τους πυκνωτές βραχυκυκλωµένους. 
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                                                             Σχήµα 4.30 
 
 
 
 
 
 
Η ενίσχυση τάσης είναι, 
 

o

s

Aυ
υ
υ

=     Το ρεύµα δια µέσου της LR ′  είναι ie = ib + βib  άρα  ο b( 1) LR iυ β ′= +  

Έχοµε από το κανόνα των βρόχων   in π b b( 1) Lr i i Rυ β ′= + + . 
Εποµένως    

                         ( 1)
( 1)

L

L

RA
r Rυ
π

β
β

′+
=

′+ +
   

Η απολαβή είναι µικρότερη της µονάδας αλλά στην πράξη είναι πολύ κοντά στη 
µονάδα. Ο ενισχυτής αυτός δεν κάνει αναστροφή σήµατος και ουσιαστικά η τάση 
εξόδου ακολουθεί την τάση εισόδου και για αυτό λέγεται και ακόλουθος. 
Η αντίσταση (εµπέδηση) εισόδου είναι ο παράλληλος συνδυασµός των RB και Zit=Rit. 
Εποµένως µε χρήση προηγούµενης σχέσης βρίσκοµε  

                                  in
it it π

b

( 1) LZ R r R
i
υ β ′= = + +     

 
 
 
 
 
Για τον υπολογισµό της αντίστασης εξόδου, Ro, έχουµε το κύκλωµα του  
Σχήµατος 4.31. 
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                                                            Σχήµα 4.31 
 
 
 
Χρησιµοποιούµε το θεώρηµα thevenin. 

Εισάγοµε τη βοηθητική τάση υx και το αντίστοιχο ρεύµα ix. Ισχύει x
o o

x

R Z
i
υ

= = . 

 Έχουµε κάνει την ανεξάρτητη πηγή (τάσης) σήµατος ανενεργή, άρα 0Sυ = και τη 
θεωρούµε βραχυκυκλωµένη. 
Από το νόµο των κόµβων στο πάνω άκρο της RE  καταλήγοµε στη σχέση 

                                      x
b b x

E

i i i
R
υβ+ + =  

Προφανώς     1 2
S

1 2

R RR
R R

′ =
+

 

Από τον κανόνα των τάσεων έχοµε  S 0x b br i R iπυ ′+ + =  

Άρα τελικώς    
S

1
( 1) /( ) (1/ )

x
o o

x E

R Z
i R r Rπ

υ
β

= = =
′+ + +

 

 
Η σχέση αυτή µας λέει ότι η αντίσταση εξόδου είναι ο παράλληλος συνδυασµός της 
RE  και της Zot  όπου 

                                           S

( 1)ot
R rZ π

β
′ +

=
+

      δηλαδή     Ro =RE //Zot  

Zot   είναι η αντίσταση (εµπέδηση), κυττάζοντας µέσα στον εκποµπό του τρανζίστορ.  
 
Αν λάβοµε υπόψη τον πυκνωτή C1 τότε έχοµε όπως και στην περίπτωση του ενισχυτή 
κοινού εκποµπού (CE) υψιπερατό φίλτρο, πράγµατι,  
έστω ότι 1 2// //a itR R R Z=  
προφανώς θα ισχύει, 

                                         αin

S
α

1 1 α

1
1 11

j j

R

R
C C Rω ω

= =
+ +

V
V

 

 
 

Έχοµε βρει ότι    
π

( 1)
( 1)

L

L

RA
r Rυ

β
β

′+
=

′+ +
    προφανώς   o in/Aυ =V V  

 



 102

 
 
 
Εποµένως όπως και στην περίπτωση του ενισχυτή CE έχοµε 
 

      1Aυ =Vo/Vs =(Vo/Vin)(Vin/Vs)=Αυ 
b

1 α

1 1
11 1 j

j C R
ω

ω ω

= =
+ −

 

Προφανώς ωb  είναι η κυκλική συχνότητα καµπής και ισχύει 
 

b
1 α

1
C R

ω =  

 
 
 
O ενισχυτής κοινού συλλέκτη (CC) χρησιµοποιείται πολλές φορές ως αποµονωτής 
(buffer), επειδή µπορεί να έχει µεγάλη αντίσταση εισόδου, iR , ώστε να µην επηρεάζει 
το κύκλωµα που του παρέχει το σήµα και µικρή αντίσταση εξόδου, oR ,  ώστε να 
µπορεί να τροφοδοτήσει άλλο κύκλωµα, συνδεδεµένο στην έξοδο του, µε σχετικά 
µεγάλο ρεύµα χωρίς να επηρεάζεται σηµαντικά η τάση εξόδου υo. 
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